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Ra¨uber-Beute-Modelle, Wachstumsprozesse und das SIR-Modell sind The-
men, die in der Rubrik
”
Biomathematik“ in der mathematikdidaktischen Li-
teratur an der einen oder anderen Stelle zu finden sind. Die Biomathematik
bietet allerdings noch viele andere Einsatzmo¨glichkeiten fu¨r den Schulunter-
richt, und das nicht nur fu¨r die Oberstufe oder das Wahlpflichtfach. Wenn
man na¨mlich diskrete Modelle anstatt der in der Fachliteratur gebra¨uchli-
chen kontinuierlichen Modelle betrachtet, so genu¨gen die mathematischen
Kenntnisse aus der Unterstufe. Es soll Ziel dieser Arbeit sein, entsprechende
Mo¨glichkeiten aufzuzeigen und Chancen aus didaktischer Sicht daraus abzu-
leiten.
Die vorliegende Dissertation gliedert sich dazu in folgende Bereiche: Im ersten
Kapitel wird ein geschichtlicher U¨berblick zum Thema gegeben, nicht zuletzt
um die Bedeutung der Biomathematik als wichtiges Teilgebiet der Mathema-
tik hervorzuheben. Außerdem wird eine Zusammenschau der wichtigsten Be-
reiche der Biomathematik vorgestellt. Das zweite Kapitel bescha¨ftigt sich mit
den mathematischen Konzepten, die fu¨r den Einsatz im Unterricht essentiell
sind. Fu¨r diskrete Modelle sind dabei natu¨rlich Iterationen und Differen-
zengleichungen die zentralen Themen. Das dritte Kapitel stellt anschließend
eine Fu¨lle von biomathematischen Modellen vor, die in der Schule auf un-
terschiedlichen Niveaus bearbeitet werden ko¨nnen. Die meisten davon haben
bisher weder in didaktischen Arbeiten, noch in ga¨ngigen Schulbu¨chern Platz
gefunden. Damit bescha¨ftigt sich das vierte Kapitel, das weiters aufzeigen
soll, dass durch die Bearbeitung des Themas zum einen viele Aspekte und
Forderungen des o¨sterreichischen Lehrplans erfu¨llt werden ko¨nnen und zum
anderen großes didaktisches Potenzial in der durch Tabellenkalkulationen un-
terstu¨tzten Bearbeitung diskreter Modelle schlummert. In den Kapiteln 5-7
werden Vorschla¨ge zur konkreten Umsetzung im Unterricht fu¨r unterschied-
liche Schulstufen gemacht. Diese Unterrichtsmaterialien sind prinzipiell di-
rekt im Unterricht einsetzbar und so ausgelegt, dass die Selbstta¨tigkeit der
Schu¨lerinnen und Schu¨ler im Vordergrund steht. Dem mathematischen Mo-
dellieren wird dann im achten Kapitel Rechnung getragen. Hier finden sich
Vorschla¨ge fu¨r Modellierungsaufgaben aus dem Bereich der Biomathematik.
Schließlich wird im Schlusskapitel u¨ber Erfahrungen im Unterricht und in
der Lehreraus- und -fortbildung berichtet. Eine Fallstudie, die in Form von
Videoanalysen von 30 Schu¨lerinnen und Schu¨lern der 3. Klasse durchgefu¨hrt
wurde, bescha¨ftigt sich mit der Frage, inwiefern die Bearbeitung diskreter
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Modelle mit Hilfe von Tabellenkalkulationen Einfluss auf das iterative Den-
ken der Lernenden hat.
Motivationen
Parallel zu meinem Lehramtsstudium hatte ich die Mo¨glichkeit, Mathematik
Diplom mit dem Schwerpunkt Biomathematik zu studieren. Die Verbindung
der beiden Gebiete Didaktik der Mathematik und Biomathematik lag also na-
he. Und so nahe dann doch wieder nicht. Es bedurfte der Ratschla¨ge meiner
Kollegin Anita Dorfmayr und meines Betreuers Hans Humenberger, denen
ich herzlich danke, mich auf diese Schiene gebracht zu haben. Wie schon ein-
gangs erwa¨hnt, versucht diese Arbeit die Lu¨cke in der diaktischen Literatur
dieses Thema betreffend zu schließen. Auch das war natu¨rlich Motivation, ge-
rade auf diesem Gebiet zu arbeiten. Weiters ist die Forderung nach sta¨rkerer
Einbindung mathematischer Modellierung in den letzten Jahren ein zentrales
Anliegen meiner Arbeit an der Universita¨t Wien geworden. Diese Tatsache
schlug sich im Laufe der Zeit auch in der vorliegenden Dissertation nieder.
Danke
Es gibt eine Reihe von Menschen, denen ich an dieser Stelle meinen aus-
dru¨cklichen Dank sagen mo¨chte.
An meine Eltern: Danke, dass ihr es mir ermo¨glicht habt, diesen langen, kost-
spieligen Ausbildungsweg u¨berhaupt anzutreten. Danke fu¨r eure Ratschla¨ge,
eure Unterstu¨tzung in schweren Zeiten, fu¨r euer Lob, euer Interesse an meiner
Arbeit, eure Zeit, euer Vertrauen in meine Sta¨rken und fu¨r eure Akzeptanz
meiner Schwa¨chen.
An meine Geschwister: Liebe Veronika, liebe Brigitte, lieber Gerhard und
liebe Maria! Danke fu¨r die Wertscha¨tzung meiner Arbeit, die mir von euch
immer entgegengebracht wurde und wird. Danke auch fu¨r euer Versta¨ndnis,
wenn ich oft zu wenig Zeit habe und von einer Verpflichtung zur na¨chsten
hetze. Danke fu¨r unser gutes Verha¨ltnis zueinander und dafu¨r, dass ihr meine
Geschwister seid.
An meinen Betreuer: Danke fu¨r alles, lieber Hans. Fu¨r die Anstellung an
der Universita¨t Wien, fu¨r die hervorragende Betreuung dieser Arbeit, fu¨r das
offene Ohr, das du mir zu jeder Zeit schenkst, fu¨r die guten Ratschla¨ge und
Hilfestellungen, fu¨r alles, was ich von dir lernen darf und vor allem fu¨r unser
freundschaftliches Verha¨ltnis zueinander.
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An meinen Kollegen Stefan: Danke, dass du immer nur das Beste fu¨r mich im
Auge hast, danke fu¨r die Fo¨rderung meines wissenschaftlichen Werdegangs,
fu¨r alles, was ich von dir lernen darf und fu¨r die fruchtbare gemeinsame Ar-
beit. Ganz herzlich aber auch danke fu¨r die vielen amu¨santen Erlebnisse und
Gespra¨che, die meine Arbeitstage so oft erheitern.
An meine Kollegin Petra: Danke fu¨r die gute und ausgeglichene Zusammen-
arbeit an unserem Arbeitsgebiet
”
Spieltheorie“, fu¨r die durch dich erreichte
Abwechslung zum gewo¨hnlichen Mensa-Essen und fu¨r die interessanten und
gleichzeitig humorvollen Gespra¨che wa¨hrend unserer langen Zugfahrten.
An meine Kollegin Anita: Danke fu¨r die gewinnbringende Zusammenarbeit
bei Modellierungsveranstaltungen, Schulmathematiktagung und Begabten-
fo¨rderungsseminaren. Danke auch fu¨r die scho¨ne Woche in Finnland, die mir
immer in Erinnerung bleiben wird.
An meine Studienkollegen, Freunde und Wegbegleiter: Liebe Carmen, Judith,
Viki, Martina, Caro, Stefanie, Susanne, Andrea, Daniela, Lena, Ines, Katl,
lieber Ani, Kurtl, Pauli, Thomi, Mitch, Flo, Peter, Stoni, Robsch, Knight,
Marko, Werner, Clemens und alle anderen Freunde! Danke, dass ihr in den
letzten Jahren fu¨r mich da wart, mich begleitet habt und mich in meinen





1.1 Geschichte der Biomathematik
1.1.1 Die Anfa¨nge
Obwohl schon Pythagoras von Samos (etwa 570 – 510 v.Chr.) mit seinem
Ausspruch
”
Alles ist Zahl“ die Idee hatte, jeden Prozess mathematisch zu er-
fassen, ist die Betrachtung biologischer Systeme bis ins 19. Jh. weitestgehend
ohne Mathematik ausgekommen. Erst die Entstehung von Versicherungsge-
sellschaften hat es notwendig gemacht, sich u¨ber demographische Probleme
Gedanken zu machen. Schließlich wollten diese Unternehmen auf lange Sicht
Gewinne erzielen, und dazu war es eben notwendig, Lebenserwartungen, Al-
tersstrukturen und Risikofaktoren so genau wie mo¨glich zu kennen.
Aber dessen nicht genug. Mathematiker erkannten bald das schier unermessli-
che Potential biologischer Pha¨nomene und Zusammenha¨nge und versuchten,
Modelle zu entwickeln, die einerseits Situationen beschreiben und erkla¨ren
konnten, andererseits aber auch vernu¨nftige Prognosen erlaubten. Dabei ging
es nicht nur um Prozesse, die das menschliche Leben betrafen, sondern es
wurden auch Modelle fu¨r Tierpopulationen oder das Pflanzenwachstum ent-
wickelt.
Die Anfa¨nge der mathematischen Populationsgenetik sowie jene der mathe-
matischen O¨kologie finden sich in den 20-iger Jahren des vorigen Jahrhun-
derts wieder. Die beiden Gebiete standen zuerst weitestgehend getrennt von-
einander da, eine U¨berschneidung bzw. erste Verknu¨pfungsversuche gab es
erst etwa 40 Jahre spa¨ter.
Der britische Naturforscher Charles Robert Darwin war es, der erkannte,
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dass sich Tierarten ihren Umweltgegebenheiten anpassen konnten. Das war
vor allem dann no¨tig, wenn viele, a¨hnliche Spezies von denselben Ressourcen
lebten. Die Tierpopulationen waren also nicht nur von den a¨ußeren, physika-
lischen Einflu¨ssen abha¨ngig, sondern wurden auch von der Wechselwirkung
mit anderen Spezies beeinflusst. Details dieser Beziehungen waren Darwin
aber unbekannt. Sein Buch On the Origin of Species1, das 1859 erschienen
ist, war bahnbrechend und wurde zum Ausgangspunkt jahrzehntelanger Dis-
kussionen um den Begriff der natu¨rlichen Selektion.
Die Evolutionstheorie fand allerdings nicht nur bei der Entstehung der Ar-
ten Anwendung. Der Soziologe Herbert Spencer erkla¨rte die gesellschaftliche
Entwicklung der Menschheit ebenfalls aus der evolutiona¨ren Sichtweise. Ge-
sellschaftsgruppen bildeten sich seiner Ansicht nach durch Anpassung an
a¨ußere Umsta¨nde, sowie durch Reaktion auf andere Gesellschaftsgruppen.
Der Biologe Stephen Alfred Forbes ging gegen Ende des 19. Jh. der Fra-
ge nach, warum es trotz des oft hart gefu¨hrten Kampfes ums U¨berleben
zu mehr oder weniger stabilen Populationsgro¨ßen der Tierarten kommt. Er
bescha¨ftigte sich auch mit Konkurrenz und Koexistenz zweier Spezies und
erkannte, dass Anpassung der Schlu¨ssel zum Erfolg fu¨r dauerhaftes U¨ber-
leben ist. Tierarten ko¨nnen z. B. ihre Reproduktionsrate so steuern, dass
einerseits ihr Fortbestand gesichert ist, dass andererseits aber auch dafu¨r ge-
sorgt ist, dass die Nachkommen ausreichend Nahrung bekommen. Auch wur-
den erstmals (regelma¨ßige) Schwankungen, so genannte Oszillationen, in der
Bevo¨lkerungsgro¨ße von Tierpopulationen beobachtet2, die man kurz darauf
vor allem bei Fischpopulationen, aber auch bei Krebsen, Vo¨geln und Sa¨uge-
tieren wahrgenommen hat. Ernest Thompson Seton etwa fu¨hrte die beru¨hmte
Untersuchung u¨ber Hasen und kanadische Luchse der Hudson’s Bay Compa-
ny durch, bei der er ebenfalls regelma¨ßige Fluktuationen nachweisen konnte3.
Der Amerikaner L.O. Thompson und der Franzose Paul Marchal arbeiteten
weiters an Versuchen mit Insekten und Parasiten und konnten auf diese Wei-
se periodische Schwankungen sogar im Labor nachweisen.
1siehe DARWIN 1859
2Siehe dazu D‘ANCONA 1939, S. 13 und folgende.
3Die Echtheit bzw. der Ursprung der entsprechenden Daten wird allerdings bis heute
angezweifelt. Siehe dazu SONAR 2001
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1.1.2 Die Mathematisierung beginnt
Aus mathematischer Sicht war wohl Alfred James Lotka die erste große
Perso¨nlichkeit in der mathematischen O¨kologie. Der in O¨sterreich-Ungarn ge-
borene Amerikaner arbeitete etwa 2 Jahrzehnte an seinem 1925 publizierten
Buch Elements of Physical Biology, in dem er vorwiegend physikalische und
chemische Prinzipien auf biologische Sachverhalte umwa¨lzte. Damit schuf er
ein erstes Fundament fu¨r die theoretische Betrachtung von biologischen Sys-
temen. Er sah dabei die Welt zuerst als Ganzes, betrachtete globale Themen
wie den Wasserkreislauf, Nahrungsketten oder die Energieumwandlungen in
biologischen Systemen. Ein kleines Kapitel war aber auch einem Zweipopula-
tionsmodell, na¨mlich der Beziehung zwischen Ra¨ubern und Beutetieren4, ge-
widmet. Dieses Kapitel sollte, obwohl das Buch selbst nur 2500 Mal verkauft
wurde, in der Geschichte der mathematischen O¨kologie noch ha¨ufig zitiert
werden. Ein Kuriosum ist, dass zeitgleich, aber unabha¨ngig von Lotka, auch
der Italiener Vito Volterra dieses Ra¨uber-Beute-Modell vero¨ffentlichte.
Ab 1920 gab es in der mathematischen O¨kologie zwei Stro¨mungen. Die einen
orientierten sich eher am einzelnen Individuum, die anderen an der Gesamt-
population einer Art in einem bestimmten Gebiet. Das Hauptziel war, Muster
bzw. allgemein gu¨ltige Prinzipien zu finden, die Vera¨nderungen und Prozesse
in der Natur verstehen ließen. Infolge der Technisierung gegen Ende des 19.
Jh. wurde es mo¨glich, Konsumgu¨ter ku¨hl zu halten und u¨ber weite Strecken
zu transportieren. Mit diesem Fortschritt gab es aber auch neue Probleme.
Es wurden zu dieser Zeit zusammen mit den Waren auch viele Tiere aus
fremden O¨kosystemen eingeschleppt, die nach einiger Zeit wahre Plagen dar-
stellen sollten. Dazu geho¨rten unter anderem die Argentinische Ameise, die
Fruchtfliege aus dem Mittelmeerraum, sowie der Japanische Ka¨fer. Damals
erkannte man die Vorteile der biologischen Beka¨mpfung durch den Einsatz
natu¨rlicher Ra¨uber gegenu¨ber den bis dahin u¨blichen chemischen Methoden.
Zuerst war diese Methode na¨mlich sehr effektiv5, allerdings wurden oftmals
auch die als Ra¨uber eingesetzten Insekten selbst zur Plage. Das fu¨hrte zu
steigendem Interesse an der Fortpflanzung von Insekten und damit zu ver-
mehrter Forschung in der Entomologie. Man wollte verstehen, wie es zu solch
dramatischen Zunahmen in den Insektenpopulationen kommen konnte und
wie die einzelnen Spezies untereinander wechselwirkten.
4Lotka behandelt dabei das interspezifische Verha¨ltnis zwischen einemWirtsorganismus
und seinem Parasiten.
5Siehe die vielfa¨ltigen Auftra¨ge und ihre Erfolge in D‘ANCONA 1939, S. 18.
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1.1.3 Das logistische Modell
Neben der Vero¨ffentlichung des Ra¨uber-Beute-Modells gab es im Jahr 1925
noch eine weitere wichtige Publikation. Der amerikanische Biologe Raymond
Pearl griff eine fast 90 Jahre alte Idee des Belgiers Pierre Franc¸ois Verhulst
auf, indem er das Modell des exponentiellen Wachstums durch einen wachs-
tumshemmenden Term erga¨nzte (siehe Abschnitt 3.1.4).
Schon Verhulst fand experimentelle Besta¨tigung fu¨r sein logistisches Modell,
allerdings blieb seine Theorie in der mathematischen O¨ffentlichkeit unbeach-
tet. Auch konnte er noch keine zufriedenstellende Erkla¨rung fu¨r den neuen
Term geben. Das erledigte Pearl, indem er den erga¨nzten Term als noch
vorhandenen Freiraum der Population interpretierte. Er meinte damit z. B.
das noch vorhandene Platz- oder Nahrungsangebot, das von der Spezies in
Anspruch genommen werden kann. D‘ANCONA6 formuliert etwa:
”
Die Fort-
pflanzungsfa¨higkeit jeder pflanzlichen oder tierischen Art ist normalerweise
viel zu groß, um mit den Lebensmo¨glichkeiten, die ihr die Umwelt bietet, ver-
einbar zu sein“. Und weiter:
”
Somit trachtet jede Bevo¨lkerung den Raum, in
dem sie leben kann, voll auszufu¨llen, indem sie die Individuenzahl bis zu dem
Maximum vermehrt, das mit den Nahrungsquellen des Wohngebietes verein-
bar ist“. Er spricht auch davon, dass die Konkurrenz mit anderen Tierformen
Einfluss darauf habe, wie weit sich eine Art ausbreiten kann.
Ein wesentlicher Vorteil Pearls gegenu¨ber Verhulst war, dass er das wieder-
entdeckte Modell besser zu verkaufen wusste. Sein selbstbewusstes Auftreten
und seine guten Kontakte machten es mo¨glich, dass die logistische Kurve
immer mehr zum Zentrum der Diskussionen von Mathematikern und O¨ko-
logen wurde. Obwohl es nicht immer exakt an Bevo¨lkerungsdaten passte
und oftmals Erkla¨rungsbedarf bestand, machte Pearl das logistische Modell
zum allgemeingu¨ltigen Wachstumgesetz. Die Abweichungen von den Daten
erkla¨rte er durch die sta¨ndige Anhebung der Kapazita¨tsgrenze durch den me-
dizinischen Fortschritt bzw. die andauernde Industrialisierung.
Es gab natu¨rlich auch kritische Stimmen zum logistischen Wachstumsmo-
dell. Der Physiker Edwin Bidwell Wilson ließ – nicht zuletzt aufgrund sei-
ner perso¨nlichen Abneigung gegenu¨ber Pearl – keine Chance ungenutzt, die
Nichtadditivita¨t des logistischen Modells zu bema¨ngeln. Wenn das logistische
Gesetz Allgemeingu¨ltigkeit besa¨ße, dann mu¨sste es nicht nur fu¨r eine Popu-
lation gelten, sondern auch fu¨r ihre Teile. Diese Eigenschaft erfu¨llt allerdings
das Modell nicht, da die Summe zweier logistischer Kurven keine solche mehr
ergibt.
6D‘ANCONA 1939, S. 5
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Obwohl Pearl in seiner wissenschaftlichen Laufbahn viele Tiefschla¨ge einste-
cken musste, war er es, der die mathematische O¨kologie zu großer Popularita¨t
fu¨hrte. Er war ein Mann, der polarisierte und dadurch viele Mathematiker
zur Teilnahme an einer inhaltlichen Diskussion und zur Entwicklung ande-
rer Wachstumsmodelle anregte. Bis heute ist das logistische Modell in der
Literatur fest verankert.
1.1.4 Interaktionsmodelle
Beinahe sein ganzes Leben hat Sir Ronald Ross fu¨r die Beka¨mpfung der Ma-
laria gearbeitet. Er bereiste zahlreiche La¨nder und Kriegsschaupla¨tze, um
mehr u¨ber diese Krankheit zu erfahren. Er wollte die Ursache fu¨r die Mala-
riaepidemie und ihre rasche Ausbreitung entdecken. Letztlich fand er heraus,
dass die Ansteckung mit Malaria immer u¨ber Malariamu¨cken7 ablief. Dafu¨r
erhielt er 1902 den Medizinnobelpreis. Er entwickelte sogar ein mathemati-
sches Modell zur Beschreibung der Verbreitung der Krankheit, das bis heute
Grundlage fu¨r das Versta¨ndnis von Epidemien ist8.
1920 war es der kanadische Entomologe William Robin Thompson, der erst-
mals eine mathematische Beschreibung der schon 30 Jahre zuvor im Labor
besta¨tigten Oszillationen in Ra¨uber-Beute-Beziehungen versuchte. Er wollte
damit die Mo¨glichkeit einer langfristigen biologischen Kontrolle der Insekten-
vermehrung erreichen. Er verstand aber sofort, dass mathematische Modelle
zwar das Grundversta¨ndnis fu¨r biologische Zusammenha¨nge verbessern konn-
ten, dass jedoch natu¨rliche Systeme viel zu komplex sind, um sie vollsta¨ndig
durch eine mathematische Beschreibung erfassen zu ko¨nnen.
Lotka fand durch die Arbeiten von Ross und Thompson genu¨gend Beispiele
fu¨r die Motivation seiner Interaktionsmodelle, die er in ganz allgemeiner Form
durch Systeme von Differentialgleichungen ansetzte.
dxi
dt
= Fi(x1, x2, . . . , xn;P,Q)
xi bezeichnet dabei die Bevo¨lkerungsgro¨ße der i-ten Spezies, P und Q sind
Parameter, die den Umwelt- bzw. den genetischen Zustand beschreiben. U¨ber
die Funktion F weiß man zuna¨chst nichts, ihre Form ha¨ngt von der gegebe-
nen Situation ab. Um das Modell zu vereinfachen und so besser analysieren
7Diese erhielten ihren Namen natu¨rlich erst nachtra¨glich gerade aus diesem Grund.
8Das Modell entspricht mathematisch gesehen genau dem Schaefferschen Modell in
Abschnitt 3.1.5.
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zu ko¨nnen, wurde die Funktion F ha¨ufig durch ihre Taylorentwicklung appro-
ximiert bzw. P und Q vernachla¨ssigt. Das Ziel Lotkas war es, fundamentale
Gleichungen zu finden, die auf viele Situationen angepasst werden konnten.
Er musste dafu¨r aber auch viel Kritik einstecken, da diese allgemeine Form
der Beschreibung fu¨r konkrete Umweltsituationen zu wenig aussagekra¨ftig
war.
Gleichzeitig wurde der Italiener Vito Volterrra, der zu dieser Zeit schon ein
angesehener Mathematiker und Spezialist fu¨r Differentialgleichungen war,
durch seine Tochter Luisa und ihren Verlobten Umberto d’Ancona auf ein
o¨kologisches Problem aufmerksam gemacht. D’Ancona war Marinebiologe
und hatte Einsicht in die Marktstatistik der Fischha¨ndler an der Adria. Ihm
fiel auf, dass wa¨hrend der Kriegsjahre, in denen der Fischfang fast ga¨nzlich
eingestellt wurde, die Bevo¨lkerungszahlen einiger Raubfischarten sehr stark
anstiegen, wa¨hrend ein solches Ansteigen bei den Beutefischen nicht zu sehen
war. Volterra griff dieses Problem 1925 auf, schon ein Jahr spa¨ter publizierte
er in Nature eine mathematische Beschreibung der Wechselwirkungen von
Spezies.
Lotkas und Volterras Arbeiten u¨berlappten bei der Behandlung von Ra¨uber-
Beute-Beziehungen. Lotka reklamierte bei Nature, dass Volterras Arbeit in
diesem Bereich viele A¨hnlichkeiten mit seinem Buch aufwies. Er befu¨rchtete,
dass Volterra, der ja viel popula¨rer war als er selbst, das Ra¨uber-Beute-
Modell als seine alleinige Erfindung ausgeben wu¨rde. Und tatsa¨chlich wurde
Volterra in den folgenden Jahren viel ha¨ufiger zitiert als Lotka. In der heuti-
gen Literatur hat sich allerdings fairerweise die Bezeichnung Lotka-Volterra-
Differentialgleichungen durchgesetzt.
An der Art und Weise, wie Volterra an seine Arbeit heranging, kann man
auch einiges u¨ber das Modellieren an sich und u¨ber den Einstieg in ein kom-
plexes Problem lernen. D‘ANCONA9, der ja Gelegenheit hatte, Volterras
Arbeiten zu verfolgen, schreibt ru¨ckblickend:
”
Bei dieser Arbeit hat er von
Anfang an ideale sehr einfache Lebensgemeinschaften erdacht, indem er von
allen hinzutretenden Faktoren absah. In der Folge ging er dann so vor, daß er
nach und nach die einfachen Voraussetzungen komplizierte, indem er andere
Faktoren und Umsta¨nde in Betracht zog, und sich so immer mehr den in den
natu¨rlichen Lebensgemeinschaften verwirklichten Bedingungen anna¨herte“.
Man unterschied zur Zeit Volterras auch schon zwischen konservativen und
9D‘ANCONA 1939, S. 39
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dissipativen Modellen. Wa¨hrend konservative Modelle, die den Einfluss von
innerspezifischer Konkurrenz nicht beru¨cksichtigen, auf exakt periodische Os-
zillationen fu¨hrten, ging man bei den dissipativen Modellen von logisitschem
Wachstum der einzelnen Spezies aufgrund von innerspezifischer Konkurrenz
aus. Dies lieferte fu¨r viele Situationen eine etwas realistischere Beschrei-
bung, da hier die Lo¨sungskurven der Differentialgleichungen zu einem inneren
Gleichgewicht, also zu stabiler Koexistenz der Raub- und Beutetiere fu¨hrten.
Lotka, der ein allgemeines Naturgesetz zur Beschreibung von Wechselwirkun-
gen zwischen Spezies finden wollte, entfernte sich dabei immer mehr von der
Biologie. Seine weiteren Arbeiten auf diesem Gebiet blieben weitestgehend
unbeachtet, ganz im Gegensatz zu seinen Beitra¨gen zur Demographie, die er
in den 30er Jahren verfasste.
Auch zwei Australier beteiligten sich erfolgreich an der Entwicklung von
Ra¨uber-Beute-Modellen, Alexander John Nicholson und Victor Albert Bai-
ley. Sie erkannten ebenfalls, dass Regulierung durch innerspezifischen Kon-
kurrenzkampf erreicht wurde, und dass Selektion, also das Etablieren neuer
Typen, diese Regulierung eher sto¨rt. In ihrem bekannstesten Artikel The Ba-
lance of Animal Population10 bauten sie Verzo¨gerungen in ihre Modelle ein,
die auf Altersstrukturen innerhalb der Spezies Ru¨cksicht nahmen.
1.1.5 Kritik wird laut
Mit Hilfe des Lotka-Volterra-Modells ließ sich jedenfalls eine Erkla¨rung fu¨r
d’Anconas Problem geben, allerdings gab es auch hier wieder kritische Stim-
men. Es wurde behauptet, dass neue Fangmethoden, Migration der Fische,
Temperaturvera¨nderungen oder eine A¨nderung des Salzgehaltes im Meer ge-
nausogut die Auslo¨ser fu¨r eine Vera¨nderung der Anteile der verschiedenen
Fischpopulationen gewesen sein konnten.
Durch den Mathematiker Patrick H. Leslie wurde die Forschung in der De-
mographie in den spa¨ten 30-iger Jahren wesentlich vorangetrieben. Leslie
befasste sich mit Sterbetafeln und Alterstrukturen in Bevo¨lkerungen. Seine
Arbeit verwendete Methoden der Matrixalgebra und bedeutete damit eine
Fortsetzung der Arbeit von Lotka.
Indes wurden die besorgten Stimmen jener O¨kologen immer lauter, die befu¨rch-
teten, dass ihre Wissenschaft zu sehr mathematisiert wurde. Selbst Thomp-
son, der ja an der Entwicklung der Ra¨uber-Beute-Modelle beteiligt war, gab
10siehe BAILEY und NICHOLSON 1935
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nun zu, dass es ein Fehler war, bei biologischen Fragen zu stark auf die Mathe-
matik zu vertrauen. Theoretische Modelle ko¨nnten nur Idealfa¨lle beschreiben,
dadurch wu¨rde allerdings die Realsituation vernachla¨ssigt. Der erst ku¨rzlich
verstorbene, hoch geachtete Biologe Ernst Mayr 11 dru¨ckte es so aus:
”
The
more I study evolution the more I am impressed by the uniqueness, by the
unpredictability, and by the unrepeatability of evolutionary events.“
Obwohl Nicholson bereits natu¨rliche Selektion in seine Arbeiten einbaute, ge-
lang ihm die Verbindung von mathematischer O¨kologie zur mathematischen
Poplationsgenetik nicht. Er wusste zu wenig u¨ber die betrachteten Popula-
tionen, um realistische Modelle erstellen zu ko¨nnen. Es gab immer das Pro-
blem, dass Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Arten eher kurzfristig
passierten, Evolution aber nur u¨ber sehr lange Zeitra¨ume ablief. Erst in den
60-iger Jahren des vorigen Jahrhunderts gab es Verschmelzungsbereiche der
beiden Disziplinen, vom Ziel einer einheitlichen Theorie ist man aber nach
wie vor weit entfernt.
1.1.6 Das Exklusionsprinzip
Wichtige Beitra¨ge zur mathematischen O¨kologie bzw. ein wichtiges Grund-
prinzip hat die Biomathematik dem russischen O¨kologen Georgii Gause zu
verdanken. Er gab eine mathematische Erkla¨rung dafu¨r, dass zwei Spezi-
es nicht exakt dieselbe o¨kologische Nische besetzen ko¨nnen. Dieses Exklusi-
onsprinzip wurde 1934 publiziert und sollte in der nahen Zukunft noch fu¨r
rege Diskussionen sorgen. Nach seiner Dissertation u¨ber das Lotka-Volterra-
Modell befasste sich Gause gemeinsam mit seinem Lehrer Vladimir V. Al-
patov mit der logistischen Kurve, um sie auch in Russland popula¨rer zu
machen. Alpatov wollte nach einem Gastaufenthalt bei Pearl in den USA
auch seinen Schu¨tzling Gause bei Pearl unterbringen. Das Ansuchen um fi-
nanzielle Unterstu¨tzung beim Rockefeller Foundation’s Paris Office wurde
trotz der großartigen wissenschaftlichen Leistungen Gauses abgelehnt. Als
Begru¨ndung wurde sein Alter angegeben, er war damals erst 22 Jahre alt.
Gause wurde trotzdem durch Pearl beeinflusst. Er versuchte, dessen experi-
mentelle Methoden mit Volterras Ideen zu vereinigen und so o¨kologische Fra-
gen mit Hilfe der Mathematik zu beantworten. 1934 verfasste er das Buch The
Struggle for Existence12, das bis heute als ein Standardwerk fu¨r experimen-
telle Populationso¨kologie gilt. Die Oszillationen, die von Seton in den Hasen-
11siehe KINGSLAND 1985, S. 141
12siehe GAUSE 1931
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und Luchspopulationen Neufundlands beobachtet wurden, konnte Gause al-
lerdings im Labor vorerst nicht nachweisen. Er erkannte, dass diese regelma¨ßi-
gen Schwankungen nur dann auftraten, wenn entweder die Jagd sehr schwach
war bzw. die Beute Mo¨glichkeiten zum Unterschlupf hatte. Er fu¨hrte auch
noch Ra¨uber-Beute-Experimente mit drei Populationen durch, bescha¨ftigte
sich in der Folge aber nur noch mit Konkurrenzmodellen. Gause war sich
immer bewusst, dass seine mathematischen Modelle keine quantitativen Er-
gebnisse liefern, sein Exklusionsprinzip wurde allerdings zum Schlu¨ssel fu¨r
die Analyse der Struktur von Gemeinschaften.
Zu internationaler Prominenz gelangte das Exklusionsprinzip dann durch
David Lambert Lack, der eine Studie u¨ber die schon von Charles Darwin
beobachteten Galapagos-Finken durchfu¨hrte. Die Finken sahen na¨mlich auf
den Galapagos-Inseln anders aus als auf dem Festland. Das besta¨tigte das
Exklusionsprinzip insofern, als dass es ihnen auf den Inseln mo¨glich war,
jene Nischen zu besetzen, die am Festland schon von anderen Tierarten ein-
genommen wurden. Eine Nische kann ja dieser Theorie nach auf Dauer nur
von einer Art besetzt werden, Nischenu¨berlappungen werden evolutiona¨r re-
duziert. Durch die Ausbildung vieler verschiedener Schnabelarten und die
damit verbundene Spezialisierung auf gewisse Nahrungsquellen gingen die
Finken auch dem innerspezifischen Konkurrenzkampf aus dem Weg. Damit
fand also das Exklusionsprinzip erstmals direkt Anwendung in freier Natur.
Robert MacArthur untersuchte dann gemeinsam mit dem Genetiker Richard
Levins, wie a¨hnlich sich zwei Spezies sein durften, um noch koexistieren zu
ko¨nnen. Sie griffen damit ein Gebiet auf, das sowohl O¨kologie als auch Ge-
netik beinhaltete. Auch das Lotka-Volterra-Modell a¨nderten sie so ab, dass
die Modellannahmen etwas realistischer als beim Originalmodell waren. Al-
lerdings konnten die Ergebnisse ihres Modells experimentell nicht so gut
besta¨tigt werden wie jene des Lotka-Volterra-Modells.
Levins bescha¨ftigte sich danach auch mit der Frage, wann Modellergebnisse
als robust bezeichnet werden ko¨nnen. Fu¨r ihn war das dann der Fall, wenn
eine biologische Situation durch verschiedene Modelle beschrieben werden
konnte, die alle a¨hnliche Resultate brachten. Nur wenn Modellergebnisse un-
ter unterschiedlichen Annahmen oder u¨ber große Parameterbereiche erhalten




In der Populationsgenetik waren vor allem Sir Ronald Aylmer Fisher und
Sewall Wright in der ersten Ha¨lfte des 20. Jahrhunderts tonangebend. Sie
bescha¨ftigten sich unter anderem mit Selektionsmodellen und brachten den
Begriff der Fitness (z. B. durch Modellierung typabha¨ngiger Wachstumsra-
ten) ins Spiel. MacArthur kritisierte bei der Interpretation der Fitness durch
Wachstumsraten die Vernachla¨ssigung von Umwelteinflu¨ssen. Er hingegen
beru¨cksichtigte bei der Modellierung der Fitness auch den noch vorhandenen
Freiraum, indem er Gauses Konkurrenzmodell auf die
”
Konkurrenz“ zwi-
schen zwei Allelen transferierte.
MacArthurs Ideen und allgemeine Modelle sind bis heute umstritten, haben
aber aufgrund ihrer Kreativita¨t auch unza¨hlige Bewunderer und Nachahmer
gefunden.
Zusammenfassend ist zu sagen, dass die mathematische O¨kologie im Zeitraum
von 1920 bis 1970 vom Rand der O¨kologie direkt in ihr Zentrum vorgeru¨ckt
ist. Allerdings werden bis heute die ha¨ufig unrealistischen Annahmen in den
unterschiedlichsten Modellen vehement kritisiert. Die Geschichte der Bio-
mathematik ist eine Geschichte mit einigen wichtigen Treffern, aber leider
auch mit vielen Misserfolgen. Sie ist sozusagen ein fortschreitender Dialog
zwischen Mathematikern, die mo¨glichst allgemeingu¨ltige Modelle entwerfen
wollen und Biologen, die ha¨ufig die in der Natur beobachtbare Individua-
lita¨t in den mathematischen Modellen vermissen. Standardwerke fu¨r die Ge-
schichte der Biomathematik, vor allem der mathematischen O¨kologie, stellen
sowohl das englischsprachige Werk von KINGSLAND13 als auch der schon
oben erwa¨hnte Klassiker Der Kampf ums Dasein von D‘ANCONA dar. Viele
Detailinformationen des obigen Textes stammen aus diesen Bu¨chern.
1.2 Teilgebiete der Biomathematik
1.2.1 Demographie
Die Demographie befasst sich ganz allgemein mit der menschlichen Bevo¨lke-
rung, ihrer Struktur und ihren Bewegungen. Kenngro¨ßen, die in der Demo-
graphie ha¨ufig verwendet werden, sind z. B. die Geburten- und die Sterberate.
Dabei ist natu¨rlich darauf zu achten, dass diese Gro¨ßen in unterschiedlichen
Altersgruppen auch unterschiedliche Werte annehmen. Ebenso wie die Ferti-
lia¨t, also die Anzahl an Nachkommen pro Zeiteinheit und Frau. Und nicht nur
13KINGSLAND 1985
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vom Alter, auch von der geographischen Lage ha¨ngen diese Gro¨ßen und damit
auch die durchschnittliche Lebenserwartung oder die Gesamtzahl der Nach-
kommen pro Jahrgang ab. So genannte Alterspyramiden, also Darstellungen
der Bevo¨lkerungsstruktur nach Altersklassen sehen demnach in unterschied-
lichen Teilen der Welt auch qualitativ sehr verschieden aus.
Eines der wichtigsten Werkzeuge in dieser Disziplin ist zweifellos die Volks-
za¨hlung bzw. andere statistische Erhebungen. Ab etwa 1850 wurden in Mit-
teleuropa erstmals detaillierte Aufzeichungen u¨ber Einwohner von Gemein-
den durchgefu¨hrt, die es erlaubten, sinnvolle Aussagen u¨ber die oben genann-
ten Gro¨ßen zu machen.
Fragestellungen, die in der Demographie nach wie vor sehr viel Aktualita¨t
besitzen, sind etwa jene nach dem Generationenvertrag, nach der langfris-
tigen Entwicklung von Bevo¨lkerungsstrukturen, nach der Geburtenkontrolle
in manchen Teilen der Erde wie auch nach der zunehmenden Migration. Wie
wichtig diese Fragestellungen sind bzw. welch intensives Interesse die Politik,
die Gesellschaft und die Wirtschaft an deren Beantwortung haben, zeigt die
Fu¨lle an statistischen Erhebungen14, die jedes Jahr dazu in Auftrag gegeben
werden.
1.2.2 Populationsgenetik
Die Populationsgenetik bescha¨ftigt sich unter anderem mit der Evolution
von Erbanlagen. Zentrale Fragestellungen sind jene nach der Vererbung von
Merkmalen oder der Vera¨nderung des Erbgutes. Mechanismen, die dabei un-
tersucht werden, sind etwa Selektion, Mutation, Rekombination, Drift oder
Migration. Dieses Thema wurde und wird in der Gesellschaft, den Religionen,
der Medizin und der Ethik sehr stark wahrgenommen und oftmals kontrover-
siell diskutiert. Wie passen darwinistischer Zufall und gottgelenkte Evolution
zusammen? Wie weit darf man bei der Genmanipulation gehen? In welchen
Fa¨llen sollen DNA-Analysen durchgefu¨hrt werden du¨rfen? All das sind Fra-
gen, die vermutlich noch lange Zeit nicht restlos gekla¨rt werden ko¨nnen.
Fakt ist allerdings, dass die Mathematik dieses Gebiet in unvergleichbarer
Weise mitgepra¨gt und in den letzten Jahren versta¨rkt unter Beschlag ge-
nommen hat. Die Entschlu¨sselung des menschlichen Genoms etwa wa¨re ohne
die Methode der DNA-Sequenzierung vo¨llig unmo¨glich gewesen. Und auch
der medizinische Fortschritt hat durch das Verstehen der oben genannten
Mechanismen sehr wesentlich unterstu¨tzt werden ko¨nnen.
14Siehe etwa im Internet: http://www.statistik.at, link vom 22.10.2007.
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1.2.3 Mathematische O¨kologie
Wissenschafter auf diesem Gebiet haben sich zur Aufgabe gemacht, das Zu-
sammenspiel und die Wechselwirkungen von zwei oder mehr Populationen
aufeinander sowie den Einfluss a¨ußerer Kra¨fte auf diese Populationen zu
beschreiben. Wichtige elementare Beispiele sind dabei etwa Ra¨uber-Beute-
Beziehungen, Symbiosen und Konkurrenzverha¨ltnisse.
Die mathematische O¨kologie war aufgrund ihrer makroskopisch leicht wahr-
nehmbaren Gro¨ßen jenes Teilgebiet der Biomathematik, das sich zeitlich ge-
sehen am fru¨hesten schon recht weit entwickeln konnte. Trotzdem sind die
Resultate, vor allem was Interaktionen zwischen Spezies und das Denken in
komplexen Systemen betrifft, auch noch heute von großer Wichtigkeit und
Interesse in der Forschung.
1.2.4 Epidemiologie
Die Epidemiologie setzt sich mit den Ursachen und der Ausbreitung von
u¨bertragbaren Krankheiten auseinander. Erste Maßnahmen, Epidemien er-
folgreich entgegenzutreten, gab es schon 1850. Mathematische Modelle wur-
den allerdings erst etwa 50 Jahre spa¨ter entwickelt. Dabei hat man ver-
sucht, Fragestellungen zu beantworten, die fu¨r die betroffenen Bevo¨lkerun-
gen der damaligen Zeit immens wichtig waren. Wann ko¨nnen sich Epidemien
in Bevo¨lkerungen dauerhaft durchsetzen? Wie kann das verhindert werden?
Wie verlaufen Krankheiten und durch die Steuerung welcher Parameter las-
sen sich diese Entwicklungen vera¨ndern? Was bewirken dabei Impfungen?
Auf viele dieser Fragen ko¨nnen heute mit Hilfe der Mathematik Antworten
gegeben werden. Leider tauchen jedoch immer wieder neue Krankheitserreger
auf, mu¨ssen neue Modelle fu¨r bisher unbekannte Seuchen gefunden werden.
Man braucht nur das Interesse der Medien an diesem Thema zu verfolgen,
um festzustellen, dass die Epidemiologie nichts an ihrer Wichtigkeit eingebu¨ßt
hat. Mathematik kann außerdem gerade bei so emotional diskutierten The-
men wie Vogelgrippe, SARS oder BSE15 zur notwendigen Versachlichung
beitragen.
Es gibt noch viele weitere Teilgebiete der Biomathematik. Sie behandeln
Themen wie z. B. die Musterbildung bei Tierfellen, die Klassifikation von
Skeletten und Scha¨deln zur Bestimmung des Alters archa¨ologischer Funde,
ra¨umliches Sehen oder die Entwicklung und Vera¨nderung von Sprachen im
Laufe der Jahrhunderte.
15Ein Beispiel fu¨r ein mathematisches Modell zur Beschreibung der Ausbreitung von




Ziel dieses Kapitels ist es unter anderem, mathematische Begriffe zu beleuch-
ten, die im Bereich der Biomathematik eine zentrale Rolle einnehmen. Das
Hauptaugenmerk soll dabei natu¨rlich auf schulrelevanten Begriffen liegen.
Liest man in der Fachliteratur zum Thema dynamische Prozesse nach, so
fa¨llt einem zuallererst die Einteilung in zwei grundlegendene Klassen von
Prozessen auf, na¨mlich in kontinuierliche und diskrete Modelle.
Wa¨hrend in der Fachwissenschaft und Forschung der Schwerpunkt ganz klar
auf kontinuierliche, also durch Differentialgleichungen beschreibbare Modelle
gelegt wird, bietet sich fu¨r den Unterricht eher eine Bearbeitung von diskreten
Prozessen mittels Differenzengleichungen an. Dieser Teil der Arbeit versucht
unter anderem die Frage nach dem warum zu beantworten und gibt auch ei-
ne Idee, wie kontinuierliche in diskrete Modelle transformiert werden ko¨nnen.
Es soll hier keineswegs eine Abschaffung von kontinuierlichen Modellen im
Schulunterricht oder in der Lehreraus- oder -fortbildung propagiert werden.
GO¨TZ1 meint dazu:
”
[...] sind natu¨rlich kontinuierliche Modelle unverzicht-
bar (auch fu¨r den Unterricht) und wenn sie auch
”
nur“ das Hintergrundwissen
der Lehrenden zu dieser Thematik ausmachen.“ Er sieht weiters bei der Bear-
beitung diskreter Werte, wie sie bei dynamischen Prozessen ha¨ufig vorliegen,
den Computer als
”
unverzichtbares Mittel“. Durch ihn ist also erst eine Be-
arbeitung komplexer diskreter Modelle im Schulunterricht mo¨glich geworden.
Man kann Modelle natu¨rlich auch in deterministische (d. h. durch Gesetze
vollsta¨ndig festgelegte) und stochastische (bei denen Teilereignisse mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit eintreten) einteilen. Auf diesen Unterschied wird
in der vorliegenden Arbeit nicht eingegangen, da eine Bearbeitung stochasti-
scher Modelle aufgrund der ho¨heren Komplexita¨t in der Schule ohnehin nur
1GO¨TZ 1998, S. 429
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im Wahlpflichtfach oder mit ausgewa¨hlten Schu¨lern sinnvoll erscheint.
Es werden nun aber zuerst die mathematischen Begriffe Iteration, rekursives
und explizites Bildungsgesetz und Differenzengleichungen sowie die Darstel-
lung dynamischer Prozesse in Zeit- und Phasendiagrammen behandelt.
2.1 Iteration
Iterationen spielen in der Schulmathematik an sehr vielen Stellen eine zen-
trale Rolle. WEIGAND2 formuliert:
”
Iterationen kommen als iterative Denk-
strukturen bereits in der Grundschule vor, werden in der Mittelstufe zum
na¨herungsweisen Lo¨sen von Gleichungen oder bei geometrischen Konstruk-
tionen verwendet, und sie bilden in der Oberstufe den Ausgangspunkt bei
der Mathematisierung diskreter Problemstellungen in Form von rekursiv de-
finierten Folgen oder Differenzengleichungen.“ In diesem Sinne erfu¨llen Ite-
rationen die von BRUNER3 an Fundamentale Ideen gestellte Forderung des
Spiralprinzips. Ein Begriff oder mathematisches Konzept soll dabei auf ver-
schiedenen kognitiven und sprachlichen Niveaus immer wiederholt werden
ko¨nnen, sodass dieser Begriff bzw. dieses Konzept wie ein roter Faden im
gesamten Prozess des Wissenserwerbs zu finden ist. Auch bei HUMENBER-
GER und REICHEL4 tritt das Konzept der Iteration als Fundamentale Idee





mental“ zur Idee der Iteration ist also sicher nicht nur auf die Angewandte





Sonnenauf- und Unterga¨nge, Feiertage im Jahr, regelma¨ßiges Besu-
chen bzw. Abhalten von Lehrveranstaltungen, immer wiederkehrende
”
Mus-
ter“ usw.“ regelma¨ßig auftauchen und damit iterative Prozesse darstellen.
Auch wenn das Wort Iteration (von lateinisch iterare,
”
wiederholen“) im
AHS-Lehrplan nicht zu finden ist, kann schon allein das schlichte Za¨hlen als
intuitiv-iterativer Prozess aufgefasst werden. Iteratives Denken, sukzessives
Wiederholen, spielt somit eine ganz zentrale Rolle fu¨r das Versta¨ndnis vieler
mathematischer Konzepte, unter anderem auch fu¨r das Begru¨nden und Be-
weisen (geometrische Beweise, Induktionsbeweise, . . . ).
WEIGAND bescha¨ftigt sich mit der Frage, welche Rolle der Iterationsbegriff
2WEIGAND 1989, S. 5
3BRUNER 1970, S. 27
4HUMENBERGER und REICHEL 1995, S. 200
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im Hinblick auf das Verstehen der Begriffe Folge, Funktion, Algorithmus,
Grenzwert und Konvergenz spielt. Fu¨r WEIGAND5 la¨sst sich der Begriff
Iteration nicht mathematisch definieren, vielmehr
”
charakterisiert der Itera-
tionsbegriff Arbeits- und Denkweisen, die sich in wiederholenden Handlungen,
Aktionen und Prozessen ausdru¨cken . . .“.
In der vorliegenden Arbeit soll nun auch die Bedeutung von Iterationen als
Hilfsmittel zur Betonung des dynamischen Aspekts biomathematischer Mo-
delle herausgestrichen werden.
Wachstumsprozesse etwa wurden erstmals durch Leonardo von Pisa (genannt
Fibonacci) in seinem Werk liber abaci durch iterative Berechnung formuliert.
Sein beru¨hmtes Beispiel der Kaninchenvermehrung stellt noch heute den Be-
ginn mancher Biomathematikvorlesungen dar.
Fu¨r unsere weiteren Betrachtungen ist allerdings vor allem der Begriff der Ite-
rationsfunktion von Bedeutung. Diese wird auf ein Folgenglied xn angewen-
det, um das na¨chste Folgenglied xn+1 zu berechnen. Es gilt also xn+1 = f(xn).
Dabei spielt fu¨r die Schule die affin lineare Funktion der Form f(x) = ax+ b
die zentrale Rolle.
Beispiel
In Abha¨ngigkeit von a, b und x0 ergeben sich bei Iteration der affin linea-
ren Funktion f(x) = ax + b qualitativ unterschiedliche Verla¨ufe der Iterati-







 f(x) = 0, 5x
 











f(x) = −0, 08x
 
Allein mit Hilfe dieses einen Typs von Iterationsfunktionen lassen sich also
schon sehr viele unterschiedliche dynamische Prozesse beschreiben.
2.1.1 Rekursives Bildungsgesetz
Rekursion (von lateinisch recurrere
”
zuru¨cklaufen“) bedeutet in der Infor-
matik das
”
Sich-Selbst-Aufrufen“ einer Funktion, es kommt also zu einer
”
Wiederholung durch Ineinanderschachtelung“. Im Bereich der Schulmathe-
matik wird das Wort
”
Rekursion“ meist im Zusammenhang mit dem Be-
griff Rekursionsformel verwendet. Eigentlich wa¨re der Name Iterationsfor-
mel treffender, da hier der Vorwa¨rtscharakter im Mittelpunkt steht, also
das Berechnen des na¨chsten Wertes aus den schon bekannten. Eine Fol-
ge von Zahlen x0, x1, x2, . . . wird dabei na¨mlich durch eine Gleichung der
Form xn+1 = f(xn−k, . . . , xn) festgelegt, wobei die Werte der Folgenglieder
xn−k, . . . , xn bekannt sein mu¨ssen, um das na¨chste Folgenglied xn+1 berech-
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nen zu ko¨nnen. Wir werden allerdings aus Gewohnheitsgru¨nden den in der
Schulliteratur ga¨ngigen Begriff der Rekursionsformel verwenden.
Beispiel
Das lineare Wachstum (festgelegt durch die Rekursionsformel xn+1 = xn+d)
und das exponentielle Wachstum (xn+1 = xn ·q) verwenden nur das vorherige
Folgenglied, wohingegen die Rekursionsformel xn+1 = xn+xn−1 der Fibonac-
cizahlen auf die letzten beiden Folgenglieder zuru¨ckgreift, um ein weiteres zu
berechnen.
Die Frage nach der Existenz von Fixpunkten ist im Zusammenhang mit dy-
namischen Prozessen eine sehr interessante und wichtige. Es lohnt sich bei
vielerlei Anwendungen zu analysieren, ob ein Fixpunkt anziehend oder ab-
stoßend ist. Dadurch werden Aussagen u¨ber das Langzeitverhalten des be-
trachteten dynamischen Prozesses mo¨glich. Beispielsweise interessiert man
sich dafu¨r, ob Populationsgro¨ßen gegen eine fixe Kapazita¨tsgrenze streben
und ob sich der Medikamentenanteil im Blut bei einem gewu¨nschten Wert
einpendelt. Einen Fixpunkt erha¨lt man genau dann, wenn fu¨r einen Wert xn
gilt: f(xn) = xn oder anders geschrieben xn+1 = xn. Inhaltlich bedeutet das
nichts anderes, als dass sich die Werte aufeinanderfolgender Folgenglieder
nicht (mehr) a¨ndern. Den Wert von xn nennt man dann Fixpunkt. Erreicht
ein dynamischer Prozess also einmal einen Fixpunkt, so verharrt er dort von
diesem Zeitpunkt an.
Beispiel
Die Rekursion xn+1 = 0, 9 ·xn+0, 3 hat den Fixpunkt 3. Er la¨sst sich mittels
der Beziehung xn+1 = xn wie folgt berechnen:
xn+1 = xn
0, 9 · xn + 0, 3 = xn
0, 3 = 0, 1 · xn
xn = 3
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Man erkennt, dass der Fixpunkt in diesem Fall anziehend ist. Wie man das
auch rechnerisch nachweisen kann, wird auf der na¨chsten Seite gezeigt.
2.1.2 Explizites Bildungsgesetz
Dynamische Systeme ko¨nnen nicht nur, wie oben gezeigt, durch Rekursi-
onsformeln festgelegt werden, sondern auch durch explizite Bildungsgesetze.
Dabei muss man fu¨r die Berechnung von neuen Folgengliedern den Wert der
vorhergehenden Folgenglieder nicht kennen, sondern es kann jedes Folgen-
glied xn direkt aus dem Bildungsgesetz gewonnen werden, sofern der Star-
wert x0 bekannt ist.
Beispiel
Das explizite Bildungsgesetz des linearen Wachstumsprozesses
x0 = 2, x1 = 5, x2 = 8, x3 = 11, . . .
wird durch den Term
xn = 2 + 3n
beschrieben, wa¨hrend das exponentielle Wachstum
x0 = 2, x1 = 6, x2 = 18, x3 = 54, . . .
durch das explizite Bildungsgesetz




Auch zu der oben schon besprochenen Iterationsfunktion f(x) = 0, 9 ·x+0, 3
la¨sst sich ein explizites Bildungsgesetz angeben. Dazu kann man sich zu-
erst durch schrittweises Anwenden der Iterationsfunktion Klarheit u¨ber die
Struktur des allgemeinen Folgenglieds verschaffen:
x0
x1 = 0, 9 · x0 + 0, 3
x2 = 0, 9 · x1 + 0, 3 = 0, 9 · (0, 9 · x0 + 0, 3) + 0, 3 =
= 0, 92 · x0 + 0, 3 · (0, 9 + 1)
x3 = 0, 9 · x2 + 0, 3 = 0, 9 · (0, 92 · x0 + 0, 3 · (0, 9 + 1)) + 0, 3 =
= 0, 93 · x0 + 0, 3 · (0, 92 + 0, 9 + 1)
...
xn = 0, 9
n · x0 + 0, 3 · (0, 9n−1 + 0, 9n−2 + . . .+ 0, 9 + 1)
Durch Anwenden der Summenformel fu¨r endliche geometrische Reihen erha¨lt
man daraus:
xn = 0, 9
n · x0 + 0, 3 · 1− 0, 9
n
1− 0, 9 = 0, 9
n · x0 + 3 · (1− 0, 9n)
Mit dem Wissen, dass der Fixpunkt 3 ein mo¨glicher Grenzwert dieses Prozes-
ses ist (siehe dazu das Beispiel auf der vorigen Seite), la¨sst sich das explizite
Bildungsgesetz auch ohne Kenntnis der Summenformel gewinnen:
Betrachte dazu die Differenzen zu 3:
xn+1 − 3 = 0, 9 · xn + 0, 3− 3
xn+1 − 3 = 0, 9 · (xn − 3) (2.1)
Setzen wir nun kurzfristig yn := xn − 3, so erhalten wir
yn+1 = 0, 9 · yn
yn = 0, 9
n · y0
xn = 0, 9
n · (x0 − 3) + 3.
Aus dieser expliziten Darstellung erkennt man nun sofort, dass sich die Fol-
genglieder fu¨r gro¨ßer werdendes n dem Fixpunkt 3 beliebig na¨hern.
Der Vorteil des expliziten Bildungsgesetzes gegenu¨ber der Rekursionsformel
ist offensichtlich. Es kann beispielsweise das tausendste Folgenglied in nur
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einem Schritt berechnet werden, wa¨hrend die rekursive Berechnung einen im-
mensen Aufwand fordern wu¨rde. Allerdings gibt das explizite Bildungsgesetz
weniger Auskunft u¨ber die Struktur des zugrundeliegenden dynamischen Sys-
tems. Die Rekursionsformel hingegen la¨sst viel eher erkennen, wie sich das
System Schritt fu¨r Schritt entwickelt. Hier steckt gerade fu¨r den Schulun-
terricht großes Potenzial. Das Dahinterblicken und Verstehen des Prozesses
kann viel eher durch die Beschreibung mittels Rekursionsformeln geschehen
als durch die bloße Berechnung der Folgenglieder mit Hilfe des Bildungsge-
setzes. Dieses birgt im Schulunterricht na¨mlich die Gefahr, als Black Box
verwendet zu werden. Den Nachteil umgekehrt, den man sich bei der rekursi-
ven Berechnung einhandelt – na¨mlich den immensen Rechenaufwand bei der
Analyse des Langzeitverhaltens eines Systems – kann man allerdings leicht
durch den sinnvollen Einsatz des Computers kompensieren.
Das Erkennen der Struktur eines dynamischen Prozesses gewinnt vor allem
dann weiter an Bedeutung, wenn zur Beschreibung nicht nur eine, sondern
zwei oder mehrere Rekursionsformeln no¨tig sind.
Beispiel
Das diskrete Ra¨uber-Beute-Modell la¨sst sich durch die beiden Rekursions-
formeln
Ht+1 = (1 + a) ·Ht − c ·Ht · Ft
Ft+1 = (1− b) · Ft + d ·Ht · Ft
beschreiben. Diese lassen erkennen, wie die Anzahl der Hasen Ht+1 und die
Anzahl der Fu¨chse Ft+1 zur Zeit t + 1 aus Ht und Ft zur Zeit t berechnet
werden6.
In vielen Fa¨llen kann ein dynamischer Prozess sowohl durch ein rekursives als
auch durch ein explizites Bildungsgesetz beschrieben werden. In den beiden
Darstellungen steckt dann mathematisch gesehen die gleiche Information.
Andererseits gibt es aber auch Folgen, die zwar rekursiv, aber nicht explizit
dargestellt werden ko¨nnen. Das werden wir im Abschnitt 3.1.4 beim diskreten
logistischen Wachstum sehen.
2.1.3 Spinnweb-, Zeit- und Phasendiagramme
”
Eine Iteration ist ein spezieller Algorithmus, bei dem wiederholt
”
dassel-
6Fu¨r eine Interpretation der vorkommenden Terme siehe Abschnitt 3.2.3.
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be getan“ wird.“ betonen HUMENBERGER und REICHEL7. Diese fu¨r die
Mathematik typische Aktivita¨t des Nacheinanderausfu¨hrens derselben Ta¨tig-
keit kann auch grafisch sehr einpra¨gsam dargestellt werden. In so genannten
Spinnwebdiagrammen steckt großes didaktisches Potenzial, das auch schon
in der Schule genutzt werden kann.
Spinnwebdiagramme eignen sich zur grafischen Darstellung von Rekursionen
1. Ordnung, also solchen, die zur Berechnung eines Folgengliedes ausschließ-
lich dessen Vorga¨nger beno¨tigen. Man zeichnet dabei zu Beginn die Iterati-
onsfunktion f(xn) und die 1. Mediane in ein (xn, xn+1)-Koordinatensystem









Den Wert von x1 u¨bertra¨gt man nun wieder auf die Abszisse, indem man ihn
zuerst waagrecht auf die 1. Mediane projiziert. Der Wert von x2 la¨sst sich










Relevant ist also eigentlich immer nur der Streckenzug, der vertikal bis zum
Funktionsgrafen la¨uft, danach horizontal bis zur 1. Mediane, danach wieder
7HUMENBERGER und REICHEL 1995, S. 200
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vertikal zum Funktionsgrafen und so fort. Im betrachteten Beispiel erkennt











Konvergenz erha¨lt man ganz allgemein dann, wenn die Ableitung der Iterati-
onsfunktion stetig und am Fixpunkt betragsma¨ßig kleiner als 1 ist und man
nur nahe genug bei x∗ startet. Eine Begru¨ndung dafu¨r la¨sst sich schon auf
Schulniveau geben. Es gilt
xn+1 − x∗ = f(xn)− f(x∗).
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt
f(xn)− f(x∗) = (xn − x∗) · f ′(c)
fu¨r ein c ∈ (xn, x∗). Setzt man nun noch Betra¨ge, so sieht man, dass
|xn+1 − x∗| = |xn − x∗| · |f ′(c)|
ist. Laut Voraussetzung ist nun |f ′(x∗)| < 1 und weil man nahe genug bei x∗
startet somit aus Stetigkeitsgru¨nden auch |f ′(c)| < 1. Damit erha¨lt man also
das gewu¨nschte Resultat, dass na¨mlich xn+1 na¨her bei x
∗ liegt als xn. Einen
exakten Beweis, der zusa¨tzlich zeigt, dass die Absta¨nde nicht nur kleiner
werden, sondern sich sogar Null beliebig na¨hern (also fu¨r lokale Konvergenz )
findet man in KELLEY und PETERSON8 oder mit Hilfe des Banach’schen
Fixpunktsatzes. Bei der Konvergenz bzw. Divergenz von Rekursionsfolgen
gibt es qualitativ gesehen die folgenden vier Typen:
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Dabei muss f nicht notwendigerweise linear sein wie in obiger Abbildung.
Man kann ja eine differenzierbare Funktion in jedem Punkt durch ihre Tan-
gente na¨herungsweise gut approximieren und erha¨lt daher zumindest in der
Na¨he des Fixpunktes analoge Situationen. Einen experimentellen Zugang
fu¨r Schu¨ler bietet Dynamische Geometrie Software9. Damit la¨sst sich auf
einfachem Wege jede beliebige Rekursionsfunktion analysieren. Beispielswei-
se kann der Startwert x0 durch den in solchen Programmen implementier-
ten Zugmodus vera¨ndert werden, wa¨hrend sich der Streckenzug sofort mit-
vera¨ndert. Auch kann auf diese Weise untersucht werden, welches Verhalten
sich im Fall von zwei oder mehreren Fixpunkten zeigt.
9Ein kostenloses und sehr empfehlenswertes Produkt stellt das in O¨sterreich fu¨r den










Auch fu¨r die Untersuchung der Stabilita¨t von Systemen von Rekursionen gibt
es eine mathematische Theorie. Fu¨r eine Vertiefung in dieses Thema emp-
fehlen sich KELLEY und PETERSON10 sowie ELAYDI11. Das wu¨rde fu¨r
den Schulunterricht aber viel zu weit fu¨hren. Leider gibt es keine elementare
Mo¨glichkeit, das Langzeitverhalten von solchen Systemen von Rekursionen
mathematisch exakt zu untersuchen12. Allerdings liefern oftmals schon Zeit-
diagramme qualitative Erkenntnisse. Tra¨gt man beispielsweise die schritt-
weise berechneten Hasen- und Fuchsbesta¨nde aus dem oben beschriebenen
Ra¨uber-Beute-Modell u¨ber der Zeitachse auf, so erkennt man schon daraus
das bekannte oszillierende Verhalten. Durch das Vera¨ndern der Parameter a,
b, c und d la¨sst sich nun analysieren, ob und wann dieses qualitative Verhal-
ten in ein anderes umschla¨gt. Diese Zeitdiagramme liefern oftmals ein sehr
u¨bersichtliches Bild u¨ber den Verlauf des Prozesses. Sie eignen sich auch fu¨r
die gleichzeitige Darstellung von mehreren unterschiedlichen Gro¨ßen und ha-
ben den Vorteil, dass man die Werte fu¨r die betrachteten Gro¨ßen zu jedem
beliebigen Zeitpunkt ablesen kann. Außerdem sind Zeitdiagramme wohl die
am intuitiv na¨chstliegende Darstellungsform fu¨r zeitlich vera¨nderbare Pro-
zesse.
10KELLEY und PETERSON 1991, Kapitel 5
11ELAYDI 1996, Kapitel 4
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Im Fall von 2 oder 3 gekoppelten Rekursionen bietet sich auch noch eine an-
dere Darstellungsmo¨glichkeit an. Etwa ko¨nnte man im Ra¨uber-Beute-Modell
die Hasenzahl auf der Abszisse und die Fuchszahl auf der Ordinate auftragen.
Ein Punkt in diesem Koordinatensystem entspricht dann einem Wertepaar,
das die Anzahl der Hasen bzw. die Anzahl der Fu¨chse zu einem bestimmten
Zeitpunkt13 angibt. Der Vorteil dieser Darstellungsform – des so genann-
ten Phasendiagramms – liegt einerseits darin, dass ein eventueller Fixpunkt
jetzt tatsa¨chlich einem Punkt im Koordinatensystem entspricht (wie etwa
der abstoßende Fixpunkt (10, 10) in der nachfolgenden Grafik) und dass der
Einfluss einer Gro¨ße auf die andere bzw. die gemeinsame Entwicklung u¨ber















13Diesen kann man allerdings im Phasendiagramm nicht ablesen.
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2.2 Differenzen- und Differentialgleichungen
2.2.1 Differenzengleichungen
Oft werden Rekursionsformeln auch als Differenzengleichungen bezeichnet.
Der Name kommt daher, dass man Rekursionen meist in die Form
xn+1 − xn = f(x0, x1, . . . , xn)





Zustand“ des Systems, wa¨hrend rechts der Zuwachs (bzw. die Abnahme) in
diesem Schritt direkt abzulesen ist. Gibt es eine explizite Darstellung des
n-ten Folgenglieds xn, so bezeichnet man diese als Lo¨sung der Differenzen-
gleichung. REICHEL et. al.14 wu¨nschen sich eine Versta¨rkung des mathema-
tischen Konzepts der Differenzengleichungen im Schulunterricht. Man sehe
an ihm deutlich, wie ein mathematisches Schema in den verschiedensten Be-
reichen vielfa¨ltige Realisierungen hat. Das ko¨nne sich motivierend auf die
Lernenden auswirken, die Brauchbarkeit der Mathematik werde erkennbar.
Es soll nun eine Klassifikation der fu¨r die Schulmathematik relevanten Diffe-
renzengleichungen gegeben werden:
Lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten
sind von der Form
xn+1 = a · xn + b.
Man kann, wie wir schon vorher gesehen haben, einfach eine explizite Dar-
stellung des n-ten Folgenglieds xn herleiten. Der Fixpunkt dieser Differen-
zengleichung liegt bei x∗ = b
1−a . Beginnen wir wieder mit den Differenzen zu
diesem Fixpunkt:
xn+1 − b









Wir setzen nun yn = xn − b1−a und erhalten












14REICHEL 1991, S. 100
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Diese Lo¨sung gilt natu¨rlich nur fu¨r a 6= 1. Setzt man in der Differenzenglei-
chung b = 0, so hat man die Rekursionsformel einer geometrischen Folge vor
sich, als Lo¨sung erha¨lt man
xn = a
n · x0.
Fu¨r a = 1 ergibt sich
xn = x0 + n · b,
was der Definition einer arithmetischen Folge entspricht.
Nicht-lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten
werden allgemein durch
xn+1 − xn = f(xn)
beschrieben, wobei f eine beliebige reelle Funktion ist. Ein bekanntes Beispiel
stellt das diskrete logistische Wachstum dar, das die Form
xn+1 − xn = a · xn · (K − xn)
hat, wobei K oftmals als Kapazita¨tsgrenze oder Sa¨ttigungswert des Wachs-









nur eine Na¨herungslo¨sung angeben. In Abha¨ngigkeit von den Konstanten
a und K treten dabei qualitativ unterschiedliche Lo¨sungsverla¨ufe auf, die
in manchen Fa¨llen chaotisches Verhalten zeigen. Darauf wird im Abschnitt
3.1.4 genauer eingegangen.
Lineare Differenzengleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten
haben die Form
xn+2 = a · xn+1 + b · xn.
Das wohl beru¨hmteste und einfachste Beispiel einer solchen Differenzenglei-
chung ist das Fibonacci-Modell :
x0 = 1
x1 = 1















gelo¨st wird. Erstaunlich ist dabei die Tatsache, dass obwohl die Fibonacci-
zahlen natu¨rliche Zahlen sind, die Lo¨sung dieser Differenzengleichung derart
kompliziert aussieht und sogar irrationale Zahlen in ihrer Darstellung entha¨lt.
Systeme von k Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten
werden allgemein beschrieben durch
x1,n+1 = f1(x1,n, x2,n, . . . , xk,n)
x2,n+1 = f2(x1,n, x2,n, . . . , xk,n)
...
xk,n+1 = fk(x1,n, x2,n, . . . , xk,n)
Als Beispiel fu¨r ein System von zwei Differenzengleichungen sei an dieser
Stelle das schon oben beschriebene Ra¨uber-Beute-Modell erwa¨hnt.
2.2.2 Gewo¨hnliche Differentialgleichungen
Gewo¨hnliche Differentialgleichungen sind Gleichungen, in denen sowohl ei-
ne Funktion x(t) als auch ihre Ableitungen x′(t), x′′(t), . . . vorkommen. In
der Biomathematik stellen sie die beliebtesten Werkzeuge zur Beschreibung
kontinuierlicher Prozesse dar. Als Lo¨sung einer Differentialgleichung bezeich-
net man jene Funktion x(t), die die Differentialgleichung und gegebenenfalls
eine Anfangsbedingung x(0) = c erfu¨llt. Nicht alle Differentialgleichungen
sind lo¨sbar, es gibt allerdings Kriterien, die es erlauben, ihre Lo¨sbarkeit zu
entscheiden. Die fu¨r die Schulmathematik relevanten Differentialgleichungen
lassen sich meist mit der Methode der Trennung der Variablen lo¨sen. Dabei
handelt es sich um Differentialgleichungen der Form
g(x) · x′ = f(t).
Sind G und F Stammfunktionen von g und f , so kann man schreiben:
G(x) = F (t) + C
Dru¨ckt man nun x explizit aus, so erha¨lt man die Lo¨sung
x(t) = G−1(F (t) + C).
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Beispiel
Es soll jene Lo¨sung der Differentialgleichung
x2 · x′ = 2t+ 3
gefunden werden, die die Anfangsbedingung x(0) = 2 erfu¨llt! Nach Suchen
der Stammfunktionen erhalten wir
x3
3




3t3 + 9t+ C1.
Wertet man nun an der Stelle t = 0 aus und setzt die Anfangsbedingung ein,




3t3 + 9t+ 8.
Leider kommt man in der Biomathematik mit solch einfachen Differential-
gleichungen meist nicht aus, was eine Bearbeitung in der Schule nur schwer
mo¨glich macht. Es soll daher im Folgenden anhand eines Beispiels gezeigt
werden, wie eine Differentialgleichung in eine Differenzengleichung umgewan-
delt werden kann, so dass sich am qualitativen Verlauf der Lo¨sung nichts
a¨ndert. Man gewinnt dadurch eine Mo¨glichkeit, ein kontinuierliches Modell
so zu diskretisieren, dass es in der Schule sinnvoll bearbeitet werden kann.
2.2.3 Vom kontinuierlichen zum diskreten Modell - heu-
ristisch
Als Beispiel soll abermals das exponentielle Wachstum dienen, das in der
Schule sowohl als kontinuierliches als auch als diskretes Modell behandelt
wird. Meistens taucht das schrittweise exponentielle Wachstum in der Un-
terstufe beim Thema Zinseszinsrechnung zum ersten Mal auf, wa¨hrend das
stetige exponentielle Wachstum im AHS-Lehrplan erst in der 8. Klasse Ober-
stufe vorkommt. An dieser Stelle wollen wir dennoch den umgekehrten Weg
gehen und mit der Differentialgleichung
x′(t) = a¯ · x(t)






= a¯ · x(t)
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Als na¨chstes fu¨hren wir den Diskretisierungsschritt durch, indem wir auf der
linken Seite den Grenzu¨bergang nicht vornehmen, sondern ein fixes, wenn
auch klein gewa¨hltes ∆t betrachten. Dies stellt natu¨rlich nur eine Approxi-





gut“ an das kontinuierliche Modell passt:
x(t+∆t)− x(t)
∆t
= a · x(t)
Diese Gleichung la¨sst sich leicht zu
x(t+∆t) = x(t) + ∆t · a · x(t)
umformen. Definiert man nun xn := x(t), xn+1 := x(t+∆t) und q := ∆t · a,
so ergibt sich
xn+1 = xn + q · xn = xn · (1 + q),
also genau die Rekursionsformel des diskreten exponentiellen Wachstums.
Ganz allgemein nennt man diese Methode der Diskretisierung Euler’sches Po-
lygonzugverfahren. Es dient in der Numerischen Mathematik dazu, gewo¨hn-
liche Differentialgleichungen der Form x′(t) = f(x(t)) na¨herungsweise zu
lo¨sen. Dazu wa¨hlt man eine mo¨glichst kleine Schrittweite ∆t und berechnet
rekursiv, ausgehend von einem Startwert x(t0) = x0, mit Hilfe der Vorschrift
























Die Strecke zwischen xi und xi+1 hat dabei jeweils die Steigung k = f(xi).
Selbsversta¨ndlich macht man dabei in jedem Schritt einen Fehler gegenu¨ber
der kontinuierlichen Lo¨sungskurve. Durch Verkleinerung der Schrittweite kann
39
man diesen Fehler allerdings beliebig reduzieren. Das wiederum geht natu¨rlich
auf Kosten der Rechenzeit.
Als weitere Verbesserung des Verfahrens ko¨nnte man zwei oder mehrere der
schon vorher berechneten Werte heranziehen, um einen neuen Wert zu be-
rechnen, anstatt nur auf den letzten Wert zuru¨ckgreifen. Zur vertieften Aus-
einandersetzung mit diesen so genanntenMehrschrittverfahren bzw. weiteren
Verbesserungsmo¨glichkeiten des Euler’schen Polygonzugverfahrens wie etwa
die Runge-Kutta-Verfahren sei auf STREHMEL15 verwiesen.




In diesem Abschnitt werden die wichtigsten biomathematischen Modelle in
diskreter Form vorgestellt, die auch fu¨r den Einsatz im Schulunterricht denk-
bar sind. Dabei verstehen sich diese Ausarbeitungen nicht als direkt einsetz-
bares Unterrichtsmaterial, sondern vielmehr als Ausgangspunkt fu¨r Lehrer,
die selbst Unterrichtseinheiten zu diesem Thema gestalten wollen. Es sind
allerdings an geeigneten Stellen Bemerkungen aus fachdidaktischer Sicht an-
gefu¨hrt. Konkrete Ideen, wie solche Unterrichtseinheiten aussehen ko¨nnen,
finden Sie dann in den Kapiteln 5-8.
3.1 Modelle mit einer Zustandsgro¨ße
3.1.1 Lineares Wachstum
Das Charakteristikum des linearen Wachstums ist die konstante absolute
Zunahme d einer Gro¨ße Nt in einem Zeitschritt. Die Differenzengleichung
lautet in diesem Fall also
Nt+1 = Nt + d.
Sie wird, wie man leicht nachrechnet, durch Nt = N0+t ·d gelo¨st. Die Folgen-
glieder liegen dabei entlang einer Geraden. Beispiele fu¨r lineares Wachstum
in der Biologie sind etwa das Wachstum von Fingerna¨geln und Haaren, aber
auch das Gro¨ßenwachstum von Menschen, Tieren und Pflanzen kann in be-
stimmten zeitlichen Phasen gut dadurch angena¨hert werden.
Mit einer Tabellenkalkulation kann man den Verlauf u¨ber mehrere Zeitschrit-
te grafisch darstellen. Als Startwert wa¨hlen wir N0 = 20 und als Zuwachs pro
Zeitschritt d = 3. Nachstehend findet man einen entsprechenden Screenshot
aus Excel, bei spa¨teren Modellen sind aus Gru¨nden besserer Druckqualita¨t
lediglich die Grafiken der Kurvenverla¨ufe abgebildet.
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Lineares Wachstum mit: N0 = 20; d = 3
In dieser Grafik wurde bewusst die Gerade durch die einzelnen Datenpunkte
gezeichnet, da bei den oben angegebenen Beispielen die Gro¨ße auch zwischen
den betrachteten Zeitpunkten wa¨chst. Die Steigung ist dabei gerade d (fu¨r
d < 0 ergibt sich eine fallende Gerade und man spricht auch von linearer
Abnahme). Man erkennt, dass es sich beim linearen Wachstum fu¨r d 6= 0
selbstversta¨ndlich um unbegrenztes Wachstum handelt. Lineares Wachstum
kann also nicht zuletzt deswegen nur ein Modell fu¨r reale Prozesse sein. Das
entsprechende kontinuierliche Modell wird durch die Differentialgleichung
N ′(t) = d¯ beschrieben. Lineare Zusammenha¨nge sind in der Biologie zwar
selten, liefern aber in manchen Bereichen gute erste Approximationen fu¨r
nichtlineare Zusammenha¨nge.
Aufgabe
DasWachstum einer Sonnenblume1 verla¨uft in den ersten 50 Tagen anna¨hernd
linear. Die folgende Tabelle gibt einige Messwerte aus diesem Zeitraum wie-
der:







Zeichnen Sie diese Werte in ein geeignetes Koordinatensystem! Na¨hern Sie
die Daten durch ein passendes lineares Wachstumsmodell an! Wie groß ist
der durchschnittliche ta¨gliche Zuwachs?
1vgl. OLINICK 1978, gerundet
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Aufgabe
Bei Seefischen wurden von 1956 bis 1970 weltweit folgende Jahresfa¨nge (in
Millionen Tonnen) verzeichnet2: 22,7; 22,8; 24,1; 26,8; 29,2; 32,2; 35,6; 36,4;
40,9; 39,6; 43,0; 45,9; 48,7; 47,2; 52,7.
Stellen Sie die Messwerte in einem geeigneten Koordinatensystem dar! Na¨hern
Sie die Daten durch ein passendes lineares Wachstumsmodell3 an!
Aufgabe
Die Lebenserwartung der o¨sterreichischen Frauen ist in den letzten 35 Jahren
um etwa 10 Lebensjahre angestiegen. Die folgende Tabelle4 gibt die Lebens-











Zeichnen Sie die Messwerte in ein geeignetes Koordinatensystem! Kann man
die Daten durch ein lineares Wachstumsmodell vernu¨nftig anna¨hern? Um
wie viel steigt die Lebenserwartung durchschnittlich in einem Jahr? Wenn
das Wachstum weiterhin so verlaufen wu¨rde, wie hoch wa¨re dann die Le-
benserwartung der o¨sterreichsichen Frauen im Jahr 2050?
3.1.2 Exponentielles Wachstum
Die Zunahme einer Gro¨ße ist zu Beginn eines biologischen Wachstumsprozes-
ses oft proportional zum derzeitigen Bestand (Bakterienwachstum, Wachs-
tum durch Zellteilung, Bevo¨lkerungswachstum, . . . ). Dieser Zusammenhang
wird mathematisch durch das exponentielle Wachstum beschrieben. Die zu-
geho¨rige Rekursionsformel lautet
Nt+1 = Nt · (1 + r),
2vgl. TIMISCHL 1995
3Je nach Mo¨glichkeit kann das durch eine Regressionsgerade oder einfach mittels Au-
genmaß unter Zuhilfenahme eines Tabellenkalkulationsprogramms erfolgen.
4Daten aus dem Internet, Link vom 23.05.07: http://www.statsitik.at, gerundet
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wobei r in der Literatur ha¨ufig alsWachstumsrate und q = (1+r) alsWachs-

















Exponentielles Wachstum mit: N0 = 20; q = 1, 2
Neuerlich haben wir es mit unbegrenztem Wachstum zu tun. Bakterienkul-
turen etwa wachsen im Anfangsstadium tatsa¨chlich anna¨hernd exponentiell.
Wird allerdings der Na¨hrboden, auf dem sie gezu¨chtet werden, nicht sta¨ndig
erneuert bzw. wird nicht genu¨gend Platz fu¨r die Bakterien bereitgestellt,
ist mit dem Wachstum aber irgendwann Schluss. Auch kommt hier noch
der Effekt der Intoxikation dazu, also der selbsta¨ndigen Vergiftung der Bak-
terien durch ihre eigenen Ausscheidungsprodukte. Der Verlauf eines realis-
tisch ablaufenden Bakterienwachstums und eine Beschreibung der dabei auf-
tretenden Phasen ist bei D‘ANCONA5 zu sehen. Die Differentialgleichung
N ′(t) = q¯N(t) liefert das kontinuierliche Analogon zum oben betrachteten
diskreten Modell.
Die Zusatzfragen in diesem und in den folgenden Abschnitten sollen weitere
Anreize fu¨r die Bearbeitung der biomathematischen Modelle geben. Sie sind
demnach nicht in dieser Form fu¨r den Schulunterricht gedacht, sondern sol-
len lediglich dem Leser dieser Arbeit Ausgangspunkte zur Vertiefung in die
Thematik aufzeigen. Sie sind inhaltlich auch fu¨r den Unterricht interessant,
mu¨ssen dann allerdings fu¨r die jeweilige Altersstufe adaptiert werden.
Zusatzfragen
• In welchem Zeitraum verdoppelt sich jeweils der Wert der Gro¨ße?
• Wie sieht der Verlauf fu¨r r < 0 aus?
5D‘ANCONA 1939, S. 49
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• Wie groß muss q gewa¨hlt werden, damit sich die betrachtete Gro¨ße
innerhalb von 20 Zeitschritten verdoppelt? Ist dieser Wert abha¨ngig
vom Startwert N0?
• Wie vera¨ndert sich N20, wenn N0 verdoppelt, verdreifacht, vervierfacht
wird?
Aufgabe
Die Bevo¨lkerung der USA ist in den Jahren von 1790 bis 1890 anna¨hernd














Wie mu¨ssten die Parameter imModell des exponentiellenWachstums gewa¨hlt
werden, um die gegebenen Daten gut anzuna¨hern? Verwenden Sie ein Tabel-
lenkalkulationsprogramm, um experimentell passende Werte fu¨r die Parame-
ter zu finden! Erlaubt dieses Modell Prognosen u¨ber das 1890 hinaus? Wie
groß wa¨re die Bevo¨lkerung der USA heute, wenn das Wachstum weiterhin so
rasch verlaufen wa¨re?
Aufgabe
Der ja¨hrliche Holzeinschlag, das ist das Volumen des in einem Jahr ge-
schla¨gerten Waldes, ist im Burgenland in den letzten 45 Jahren anna¨hernd
exponentiell angestiegen. Stellen Sie die folgenden Daten7 in einer Grafik dar!
6aus TIMISCHL 1995, gerundet










Wie groß ist der ja¨hrliche Wachstumsfaktor ungefa¨hr zu wa¨hlen, wenn man
diese Datenpunkte durch exponentielles Wachstum beschreiben will? In wel-
chem Zeitraum verdoppelt sich jeweils der Holzeinschlag nach diesemModell?
Wie lange wird es voraussichtlich noch dauern, bis der ja¨hrliche Holzeinschlag
2 Millionen Festmeter u¨bersteigt?
3.1.3 Begrenztes Wachstum
In der Natur gibt es aufgrund beschra¨nkten Platz-, Nahrungs- oder Ressour-
cenangebots niemals unbegrenzte Wachstumsvorga¨nge. Mathematisch kann
das etwa so modelliert werden, dass man eine gewisse konstante Kapazita¨t
K des Lebensraums annimmt und dass der Zuwachs pro Zeitschritt propor-
tional zur derzeit noch verfu¨gbaren Kapazita¨t, also zu (K −Nt) ist. Daraus
ergibt sich die Differenzengleichung
Nt+1 = Nt + r · (K −Nt).
Der einzige Fixpunkt errechnet sich aus Nt+1 = Nt zu Nt = K. Die Lo¨sung
Nt = K− (K−N0) · (1−r)t, die man leicht durch Einsetzen besta¨tigen kann,













Begrenztes Wachstum mit: N0 = 20; r = 0, 2; K = 100
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Zusatzfragen
• Was passiert, wenn man N0 ≥ K wa¨hlt?
• Wie mu¨sste die Differentialgleichung zu diesem Modell lauten?
Aufgabe
Die Sa¨uglingssterblichkeit ist in O¨sterreich aufgrund des medizinischen Fort-
schrittes seit 1970 rasant zuru¨ckgegangen8:










Stellen Sie die Daten grafisch dar! Finden Sie auf experimentellem Weg geeig-
nete Parameter, um diesen Prozess durch ein begrenztes Wachstumsmodell
darzustellen! Geben Sie anschließend auch ein exponentielles Modell an und
vergleichen Sie die beiden Modelle! Welches beschreibt den Verlauf besser?
In welcher Hinsicht?
3.1.4 Logistisches Wachstum
Das logistische Wachstum ist ein sehr vielseitig einsetzbares Modell, das
beispielsweise sowohl zur Beschreibung einer Bakterienkultur als auch einer
menschlichen Bevo¨lkerung herangezogen werden kann. Auch Pflanzenwachs-
tum und Sa¨ttigungsvorga¨nge in der Wirtschaft (z. B. der Absatz eines neuen
Produkts) und Gesellschaft (z. B. die Verbreitung eines Geru¨chts) ko¨nnen
damit modelliert werden. Das logistische Wachstum ist eine Verknu¨pfung
des exponentiellen mit dem begrenzten Wachstum. Die schrittweise Zunah-
me ist na¨mlich das Produkt aus einem Faktor, der zum derzeitigen Bestand
Nt proportional ist und einem Faktor, der zum noch vorhandenen Freiraum
(K−Nt) proportional ist. Die daraus resultierende Differenzengleichung lau-
tet demnach:
8Daten aus dem Internet, Link vom 23.05.07: http://www.statistik.at, gerundet
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Nt+1 = Nt + r ·Nt · (K −Nt)
Wie schon oben erwa¨hnt, kann hier keine exakte Lo¨sung gefunden werden.
Und auch die schrittweise berechnete Lo¨sungsfolge verha¨lt sich in Abha¨ngig-
keit vom Parameter r nicht immer
”
brav“. Um das zu untersuchen, setzen
wir der Einfachheit halber K = 1 und N0 = 0, 1 und betrachten den Verlauf













Logistisches Wachstum mit: N0 = 0, 1; r = 0, 4; K = 1
Fu¨r r < 1 ergibt sich das fu¨r viele Wachstumsprozesse gewu¨nschte Verhalten,
na¨mlich eine schrittweise Anna¨herung an die Kapazita¨tsgrenze K = 1. Man
nennt den Verlauf dieser Kurve sigmoid. Im Anfangsstadium, also bei Nt 
K a¨hnelt das Wachstum dem exponentiellen, da dannK−Nt ≈ K und damit
Nt+1 ≈ Nt · (1 + r · K) gilt. Bei Anna¨herung an die Kapazita¨tsgrenze, also
bei Nt ≈ K wird das Wachstum wegen K − Nt ≈ 0 gebremst und verla¨uft
qualitativ wie beim begrenzten Wachstum. Die Wachstumsgeschwindigkeit
















Vergro¨ßert man r, so kommt es zu Oszillationen, die sich aber relativ rasch













Logistisches Wachstum mit: N0 = 0, 1; r = 1, 9; K = 1















Logistisches Wachstum mit: N0 = 0, 1; r = 2, 2; K = 1
















Logistisches Wachstum mit: N0 = 0, 1; r = 2, 5; K = 1
Zu solchen Periodenverdoppelungen kommt es bei Vergro¨ßerung von r noch
einige Male (Viererperiode, Achterperiode, . . . ), bis es schließlich fu¨r Wer-















Logistisches Wachstum mit: N0 = 0, 1; r = 3, 0; K = 1
Man nennt dieses Verhalten deterministisches Chaos. Dieser Begriff klingt bei
erster Betrachtung paradox, la¨sst sich aber folgendermaßen erkla¨ren: Zwar
ist durch die Festlegung des Startwertes N0 der spa¨tere Verlauf der Lo¨sungs-
folge mathematisch eindeutig bestimmt (determiniert), allerdings ha¨ngt die-
ser Verlauf aber empfindlich von der Wahl des Anfangswertes (und daher
natu¨rlich auch von den Rundungen, die man nach jedem Schritt durchfu¨hrt)
ab und kann somit als chaotisch bezeichnet werden. A¨ndert man beispiels-
weise den Startwert von 0, 100 auf 0, 099 ab, so zeigt sich nach einigen Zeit-















Logistisches Wachstum mit: N0 = 0, 099; r = 3, 0; K = 1
Interessant ist auch, dass man beim Vergro¨ßern des Parameters r Intervalle
findet, in denen plo¨tzlich wieder geordnetes, periodisches Verhalten auftritt.
Beispielsweise gibt es sogar ein relativ großes Intervall fu¨r r, das Perioden
der La¨nge 3 liefert. Ein guter Literaturverweis, der sich fast ausschließlich
mit dem chaotischen Verhalten des logistischen Wachstums befasst, ist der
Artikel von REINARTZ9. Im Alltag kommt man vor allem bei einem The-
ma mit chaotischem Verhalten in Kontakt, na¨mlich bei der Wettervorhersa-
ge. Das Wetter ist ein hochkomplexes System, das von unza¨hligen Parame-
tern und Gro¨ßen beeinflusst wird. A¨ndert sich eine dieser Ursachen, so kann
das schon u¨ber kurze Zeitdauern zu vo¨llig unprognostizierbaren Ergebnissen
fu¨hren. La¨ngerfristige Vorhersagen sind daher grundsa¨tzlich nicht mo¨glich.
Und auch die Diskussion u¨ber den Klimawandel kann man in diesem Zusam-
menhang besser verstehen. Eingriffe des Menschen in den CO2-Kreislauf der
Erde ko¨nnen vo¨llig unverhersehbare Auswirkungen haben, leichte A¨nderun-
gen der derzeitigen Bedingungen ko¨nnen zu unkontrollierbaren Folgen fu¨hren.
REINARTZ10 etwa beklagt:
”
Tatsa¨chlich aber wird auf der politischen, o¨ko-
nomischen und sozialen Ebene ha¨ufig wegen kurzfristiger wirtschaftlicher
Erwa¨gungen linear entschieden“. Schnell gelangt man also von einem recht
einfach anmutenden Bevo¨lkerungsmodell zu einer tiefliegenden und in der
O¨ffentlichkeit teils sehr kontrovers gefu¨hrten Diskussion u¨ber komplexe Sys-
teme. Ein sehr fruchtbares Thema fu¨r fa¨cheru¨bergreifenden Unterricht also.
Die logistische Gleichung wurde erstmals 1837 von Pierre Franc¸ois Verhulst
formuliert und stellt historisch gesehen den Beginn eines neuen Forschungsge-
bietes dar, na¨mlich der mathematischen Chaostheorie. Eine gute Einfu¨hrung
in dieses Teilgebiet der Mathematik bietet das Werk von ARGYRIS, FAUST
9siehe REINARTZ 2003
10REINARTZ 2003, S. 57
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und HAASE11.
Im Gegensatz zum diskreten Modell la¨sst sich die logistische Differentialglei-
chung
N ′(t) = r¯ ·N(t) · (K −N(t))











• Was passiert in den einzelnen Fa¨llen, wenn man N0 = K oder N0 > K
wa¨hlt?
• Was geschieht bei r > 3?
• Wie sieht der Verlauf der Lo¨sung im kontinuierlichen Fall aus? Ver-
wenden Sie ein CAS!
• Zeigen Sie durch Einsetzen die Richtigkeit der kontinuierlichen Lo¨sung!
Beispiel
Beschreiben Sie das Wachstum der o¨sterreichischen Bevo¨lkerung im Zeitraum
von 1600 bis 2000 durch ein logistisches Modell mitN1600 = 1, 8 (in Millionen)
und r = 0, 0035! Welcher Wert fu¨r K erscheint Ihnen sinnvoll? Vergleichen
Sie die gewonnenen Werte mit den realen Daten12:
Jahr Bevo¨lkerungsgro¨ße Jahr Bevo¨lkerungsgro¨ße
(in Millionen) (in Millionen)
1600 1,80 1857 4,08
1700 2,10 1880 4,96
1754 2,73 1910 6,65
1780 2,97 1939 6,65
1790 3,05 1971 7,49
1800 3,06 1990 7,68
1830 3,48 2000 8,01
In welchem Bereich passt Ihr Modell gut/schlecht an die realen Daten?
11ARGYRIS, FAUST und HAASE 1994, logistisches Wachstum s. S. 365
12aus dem Internet, Link vom 23.05.07: http://www.statistik.at, gerundet
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Aufgabe
Das Beispiel des Sonnenblumenwachstums im Abschnitt 3.1.1 bescha¨ftigt
sich lediglich mit dem Anfangsstadium dieses Prozesses. Selbstversta¨ndlich
ko¨nnte die betrachtete Sonnenblume nicht fu¨r alle Zeiten auf diese Art wei-
terwachsen. Misst man die Ho¨he der Sonnenblume u¨ber den 50. Tag hinaus,
so erha¨lt man beispielsweise folgende Werte13:












Zeichnen Sie die Messwerte in ein geeignetes Koordinatensystem! Na¨hern
Sie die Daten durch ein logistisches Wachstumsmodell an! Wie ko¨nnte man
”
messen“, ob das Modell die realen Daten gut anna¨hert?
Aufgabe
Eine unter Laborbedingungen gezu¨chtete Fliegenpopulation (Drosophila) ist









Vergleichen Sie das logistische Modell (N1 = 6, r = 0, 00255 und K = 317)
mit den realen Daten! Wo liegen die Schwa¨chen des logistischen Modells
in diesem Beispiel? Ko¨nnte man diese Schwa¨chen durch Vera¨ndern der drei
Parameter beseitigen?
13vgl. OLINICK 1978, gerundet
14vgl. TIMISCHL 1995, S. 94
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3.1.5 Schaeffer’sches Modell
Das Schaeffer’sche Modell beschreibt das Wachstum einer logistisch wachsen-
den Bevo¨lkerung, die unter Bejagung steht. Dabei wird davon ausgegangen,
dass in jedem Zeitschritt ein fester relativer Anteil a der Bevo¨lkerung durch
Jagd geto¨tet wird. Die Rekursion lautet dann also:
Nt+1 = Nt + r ·Nt · (K −Nt)− a ·Nt
Fixpunkte findet man bei N∗t = 0 und N
∗
t = K − ar , wobei letzterer nur fu¨r
a < Kr einen biologisch relevanten, positiven Wert annimmt, d. h. wenn die















Schaeffer’sches Modell mit: N0 = 10; r = 0, 007; a = 0, 2; K = 100
Die Ja¨ger ko¨nnten sich nun die Frage stellen, fu¨r welches a der dauerhafte
Ertrag im Fixpunkt am gro¨ßten ist. Das bedeutet, dass man die Gro¨ße a ·N∗t
maximieren will. a ·N∗t = aK − a
2
r
stellt in Abha¨ngigkeit von a eine Parabel
mit den Nullstellen a = 0 und a = Kr dar, die ihren Scheitel und damit ihr
Maximum bei amax =
Kr
2
annimmt. Man sollte also den Bejagungsparame-
ter a den natu¨rlichen Parametern K und r dementsprechend anpassen, um
mo¨glichst großen dauerhaften Ertrag zu erzielen.
Aufgabe
Es wird gescha¨tzt, dass in einem gewissen Gebiet die Kapazita¨t fu¨r Rehe mit
K = 200 beschra¨nkt ist und dass r = 0, 001 ist.
• Was passiert mit der Rehpopulation auf lange Sicht, wenn in jedem
Zeitschritt 15% der Rehe erlegt werden?
• Besta¨tigen Sie das Ergebnis durch die Anfertigung eines Spinnwebdia-
gramms!
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• Wie hoch du¨rfte a maximal gewa¨hlt werden, um der Population ein
dauerhaftes U¨berleben zu ermo¨glichen?
• Wie mu¨ssten die Ja¨ger den Parameter a optimal wa¨hlen?
• Bei welcher Bevo¨lkerungsgro¨ße Nt ist fu¨r dieses optimale a die Wachs-
tumsgeschwindigkeit der Rehpopulation maximal?
3.1.6 Gompertz-Modell
Das nach dem Engla¨nder Benjamin Gompertz benannte Modell, das schon
1825 erstmals publiziert wurde, zeigt ganz a¨hnliches Verhalten wie das erst
spa¨ter popula¨r gewordene, aber weitaus bekanntere logistische Modell. Im
diskreten Fall treten bei Vergro¨ßerung des Parameters r qualitativ gesehen
dieselben Verla¨ufe wie beim logistischen Wachstum auf.
Das Modell wurde urspru¨nglich ebenfalls aus dem Modell des exponentiel-
len Wachstums entwickelt, indem es um eine Kapazita¨tsgrenze K erweitert
wurde.

















Gompertz-Modell mit: N0 = 5; r = 0, 04; K = 100
Das Modell dient etwa dazu, das Wachstum von Ba¨umen in Forstbetrieben
zu beschreiben15.
15Siehe dazu etwa NOWAK 2002, S. 27-32.
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Zusatzfragen
• Wann ist in diesem Modell fu¨r r < 1 die Wachstumsgeschwindigkeit
maximal?
• Finden Sie Werte fu¨r r, bei denen sich periodisches, doppelt-periodisches
oder chaotisches Verhalten zeigt?
• Wie muss die Differentialgleichung zu diesem Modell lauten?
3.1.7 Allee-Effekt 1
In der Natur kommt es ha¨ufig vor, dass eine gewisse Population nur dann
u¨berleben kann, wenn zumindest eine bestimmte Grenzzahl T an Individuen
vorhanden ist16. Dieses Pha¨nomen ist nach dem amerikanischen O¨kologen
Warder Clyde Allee benannt worden und la¨sst sich dadurch erkla¨ren, dass
Paarungen nur dann stattfinden ko¨nnen, wenn sich verschiedengeschlechtli-
che Tiere genu¨gend oft
”
u¨ber den Weg laufen“ und in Folge paaren ko¨nnen.
Ein anderer Grund kann etwa auch ein Inzuchteffekt aufgrund der kleinen
Bevo¨lkerungszahl sein, bei dem es zu einer Anha¨ufung scha¨dlicher Allele im
Genmaterial der Spezies kommt. Ist also N0 < T , so soll auch im Modell die
Bevo¨lkerung aussterben, d. h. der fu¨r das Wachstum zusta¨ndige Term soll
kleiner als Null sein. Dies la¨sst sich durch Ersetzen des Terms Nt durch den
Term Nt − T im logistischen Modell erreichen:
Nt+1 = Nt + r · (Nt − T ) · (K −Nt)














Allee-Effekt 1 mit: N0 = 25; r = 0, 005; K = 100; T = 20
16Siehe dazu etwa MURRAY 2002, S. 71.
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Startet man allerdings mit einem Wert kleiner als T , also z. B. mit N0 = 19,
















Allee-Effekt 1 mit: N0 = 19; r = 0, 005; K = 100; T = 20
Leider ergibt sich hier wieder eine recht unrealistische Situation, na¨mlich das
Zustandekommen
”
negativer Bevo¨lkerungszahlen“. Das la¨sst sich allerdings
mit ein wenig Geschick beheben, wie man im Abschnitt 3.1.8 sehen kann.
Zusatzfragen
• Was passiert, wenn man N0 = T wa¨hlt?
• Kommt es auch hier bei Vergro¨ßerung von r zu chaotischem Verhalten?
• Zeigen Sie, dass der Wachstumsterm fu¨r Nt = K+T2 sein Maximum
annimmt!
3.1.8 Allee Effekt 2
Ein anderer Zugang, dieses Pha¨nomen zu modellieren besteht darin, von ex-
ponentieller Abnahme der Bevo¨lkerung auszugehen. Das ist ja gerade jenes
Verhalten, das man sich von dem Modell fu¨r kleine Bevo¨lkerungszahlen er-
wartet – negative Populationszahlen sind dabei ausgeschlossen. Wir starten
also mit:
Nt+1 = Nt − a ·Nt
Natu¨rlich soll aber nun die Bevo¨lkerung wachsen, wenn genu¨gend geschlechts-
reife Tiere vorhanden sind. Gehen wir der Einfachheit halber davon aus, dass
es in der Bevo¨lkerung ein konstantes Verha¨ltnis zwischen ma¨nnlichen und
weiblichen Tieren gibt. Von Nt Tieren sollen also m ·Nt ma¨nnliche und w ·Nt
weibliche Exemplare vorhanden sein, wobei natu¨rlich m+w = 1 gelten muss.
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Die Zahl der Geburten pro Zeiteinheit soll nun proportional zur Zahl der
mo¨glichen Paarungen in der Bevo¨lkerung sein. Davon gibt es, wie man sich
leicht u¨berlegt, mNt · wNt viele. Jedes Ma¨nnchen kann ja prinzipiell jedem
einzelnen Weibchen u¨ber den Weg laufen, ha¨tte also wNt Paarungsmo¨glich-
keiten. Bei insgesamt mNt Ma¨nnchen ergibt das die oben genannte Zahl.
Natu¨rlich fu¨hren nicht alle diese Paarungsmo¨glichkeiten tatsa¨chlich zu Nach-
wuchs, sondern nur ein gewisser relativer Anteil r. Fasst man nun die Gro¨ße
m · w · r zum Parameter b zusammen, so beschreibt der Term b · N2t gerade
die Anzahl der Geburten im na¨chsten Zeitschritt.
Nt+1 = Nt − a ·Nt + b ·N2t
Nebenbei erwa¨hnt: Dieses Modell erinnert bis jetzt sehr an das logistische
Wachstumsmodell, das schon oben behandelt wurde. Der Unterschied liegt
einzig in den vertauschten Vorzeichen der Terme. Wa¨hrend hier der linea-
re Teil des Wachstumsterms negativ ist und der quadratische Term positiv,
war die Sachlage beim logistischen Modell gerade umgekehrt. Das a¨ußert sich
natu¨rlich auch im Verlauf der Lo¨sungskurve. Der Wachstumsterm −a ·Nt +
b · N2t beschreibt eine Parabel, die ihre Nullstellen bei Nt = 0 und Nt = ab
hat. Dort liegen also die Fixpunkte des Wachstumsprozesses. Der Scheitel
der Parabel ist folglich bei Nt =
a
2b
zu finden. Insgesamt gibt es damit drei
qualitativ unterschiedliche Fa¨lle.
Betrachten wir zuna¨chst den kritischen Fall von vorhin, also kleine Bevo¨lke-
rungszahlen. Fu¨r N0 <
a
2b
, im gezeigten Beispiel also N0 < 50, erhalten wir




















, also hier 50 < N0 < 100, liefert das Modell brauchbare
Ergebnisse. Sobald Nt beim Wert
a
2b
angelangt ist, a¨ndert sich der qualitati-
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ve Verlauf der Lo¨sungskurve. Ein
”
Wendepunkt“17, analog zum logistischen
Wachstumsmodell zeigt sich. Er kennzeichnet jenen Zeitpunkt, bei dem die














Allee-Effekt 2 mit: N0 = 90; a = 0, 05; b = 0, 0005
Allein fu¨r N0 >
a
b
tritt ein Problem auf, das wir schon vom linearen oder

















Allee-Effekt 2 mit: N0 = 101; a = 0, 05; b = 0, 0005
Offenbar lassen sich also die drei EigenschaftenAllee-Effekt, begrenztes Wachs-
tum und Fixpunkt bei Nt = 0 in einer Rekursion der Form
Nt+1 = Nt + a ·Nt + b ·N2t ,
wobei a, b ∈ IR, nicht vereinbaren.
Starten wir also noch einen letzten Versuch, die Rekursion zu verbessern,
17Von einem Wendepunkt kann man genau genommen nur im kontinuierlichen Differen-
tialgleichungsmodell sprechen.
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um alle diese Eigenschaften
”
unter einen Hut“ zu bringen. Diesmal, wie sich
gleich herausstellen wird, mit Erfolg.
Bis jetzt war die Anzahl der Geburten pro Zeitschritt direkt proportional
zu N2t . Wir ersetzen nun die Proportionalita¨tskonstante b durch eine affin li-
neare Funktion in Nt, na¨mlich durch b− c ·Nt, um das Wachstum bei großen
Bevo¨lkerungszahlen abzuschwa¨chen. Diesen Trick haben wir auch schon beim
U¨bergang vom exponentiellen zum logistischen Wachstum angewendet. Die
Rekursion lautet damit
Nt+1 = Nt − a ·Nt + (b− c ·Nt) ·N2t
oder vereinfacht
Nt+1 = Nt − a ·Nt + b ·N2t − c ·N3t .
Die Nullstellen des Wachstumsterms −a · Nt + b · N2t − c · N3t liegen bei
n1 = 0 und n2,3 =
b±√b2−4ac
2c
. Die Nullstelle n1 sichert uns schon vorab eine
der gewu¨nschten Eigenschaften. Wir mu¨ssen uns also nicht mehr mit nega-
tiven Werten fu¨r die Bevo¨lkerungszahl herumschlagen. Es ergeben sich drei
unterschiedliche Fa¨lle:
1. Fall: b2 − 4ac < 0












D. h. egal wie groß N0 ist, die Bevo¨lkerung wird sich auf lange Sicht dem
einzigen Fixpunkt Nt = 0 na¨hern und daher aussterben.
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2. Fall: b2 − 4ac = 0
Es ergibt sich eine reelle Doppello¨sung n2,3 =
b
2c












Startet man also bei N0 >
b
2c




an, ist hingegen N0 <
b
2c
, so stirbt die Bevo¨lkerung wie oben asym-
ptotisch aus. Diese beiden Szenarien sind in nachstehender Grafik zu sehen.
Einen Wendepunkt der Lo¨sungskurve findet man, indem man die Nullstelle
























Allee-Effekt 2 mit: a = 0, 25; b = 0, 005; c = 0, 000025
Es gibt fu¨r die Bevo¨lkerung also hier keine Mo¨glichkeit, sich zu vergro¨ßern.




dann stabil auf diesem Wert oder sie stirbt sogar ganz aus, wenn N0 zu klein
ist. Das ist selbstversta¨ndlich wieder unbrauchbar fu¨r unsere Betrachtungen.
Deswegen nun zum interessanten Fall.
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3. Fall: b2 − 4ac > 0
Die Nullstellen n2,3 sind nun reell und positiv. Der Wachstumsterm ist daher




























Allee-Effekt 2 mit: a = 0, 25; b = 0, 0052; c = 0, 000025
Wie man sieht, ist es uns also gelungen, alle drei gewu¨nschten Eigenschaften,
na¨mlich Allee-Effekt, begrenztes Wachstum und Fixpunkt bei Nt = 0 zu er-
reichen. In den Intervallen [0, n2] und [n2, n3] gibt es außerdem jeweils einen
Wendepunkt, was leicht an den lokalen Extremstellen des Wachstumsterms
zu sehen ist. Auch hier findet man also den
”
scho¨nen“ sigmoiden Verlauf, der
uns schon beim logistischen Wachstum begegnet ist.
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Wir haben bei unserer Vorgangsweise eigentlich zuerst die Forderungen for-
muliert, die wir an den Wachstumsprozess stellen, und erst im Nachhinein
Schritt fu¨r Schritt daran gearbeitet, all das zu erfu¨llen. Das erinnert natu¨rlich
an die Umkehraufgaben der so genannten Kurvendiskussionen. Dieses Thema
des Schulunterrichts ko¨nnte so durch einen sinnvollen Kontext motiviert und
behandelt werden. Man ko¨nnte also etwa fu¨r eine bestimmte Population die
Kapazita¨ts- und die minimale U¨berlebengrenze und noch eine weitere Infor-
mation etwa u¨ber die Lage eines Extremums im Vorhinein angeben. Ziel ist





zu suchen. Was dabei aber nicht verloren gehen darf, ist die gru¨ndliche Inter-
pretation der Terme in der fertigen Rekursionsformel. Erst im Nachhinein die
Terme zu begru¨nden spiegelt wohl nicht das gewu¨nschte mathematische Mo-
dellieren wider, das eigentlich gefo¨rdert werden soll! Hat man allerdings wie
wir die geeignete Form des Wachstumsterms einmal gefunden und aus rea-
len oder fiktiven Daten die Kapazita¨ts- bzw. die minimale U¨berlebensgrenze
ermittelt, spricht nichts dagegen, mit Hilfe einer Umkehraufgabe geeignete
Konstanten a, b, c zu bestimmen.
3.1.9 Ein einfaches Mutationsmodell
Mutation ist ein zentraler Mechanismus in der Evolution, sie bezeichnet die
Vera¨nderung des Erbgutes und die damit verbundene A¨nderung der in der
DNA gespeicherten Information. In unserem Modell wollen wir der Einfach-
heit halber nur zwei unterschiedliche Auspra¨gungsformen, sogenannte Allele
eines Gens betrachten. Pro Generation mutiere ein bestimmter relativer An-
teil a des Allels A1 in das Allel A2 und umgekehrt ein relativer Anteil b von
A2 zu A1. Wir bezeichnen a und b als Mutationsparameter. Die Entwicklung
des relativen Anteils p des Allels A1 kann man also durch folgende Rekursion
beschreiben:
pt+1 = pt − apt + b(1− pt)
Dieses Modell hat genau einen Fixpunkt, na¨mlich bei p = b
a+b



















Mutationsmodell mit: p0 = 0, 6; a = 0, 01; b = 0, 02
Fu¨r a = 0 oder b = 0 ergibt sich Mutation nur in eine Richtung, eine Al-
lelha¨ufigkeit wa¨chst dann begrenzt, wa¨hrend die andere exponentiell sinkt.
Aufgabe
Wie lange dauert es, bis das Allel A1 mit dem Mutationsparameter a = 2%
eine relative Ha¨ufigkeit gro¨ßer als 90% hat, wenn das Allel A2 den Mutati-
onsparameter b = 20% hat und die Anfangsha¨ufigkeit von Allel A1 lediglich
p = 1% betra¨gt? Fertigen sie eine Grafik mit einem Tabellenkalkulations-
programm an! Wie mu¨sste ein Modell mit drei Allelen aussehen, bei dem
paarweise Mutationen stattfinden? Zeigen Sie, dass auch hier immer ein ein-
deutiger Fixpunkt existiert!
3.1.10 Fisher-Wright-Modell
Das folgende Modell beschreibt die Selektion an einem Genort in einer diploi-
den Bevo¨lkerung mit getrennten Generationen. Der Einfachheit halber kann
ein Gen nur zwei unterschiedliche Auspra¨gungsformen A1 und A2 annehmen.
Es gibt daher insgesamt 3 verschiedene Genotypen in dieser Bevo¨lkerung,
na¨mlich A1A1, A1A2 und A2A2. Diese drei Typen sollen sich durch ihren
Reproduktionserfolg, d. h. durch ihre mittlere Anzahl an Nachkommen un-
terscheiden:




Man nennt fij auch Selektionsparameter oder Fitness des Genotyps AiAj.
Wofu¨r man sich nun interessiert ist etwa die A¨nderung der relativen Ha¨ufig-
keit des Allels A1 in der Bevo¨lkerung. Wir werden diese relative Ha¨ufigkeit
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von A1 mit p bezeichnen. Dann ergibt sich bei zufa¨lliger Paarung fu¨r die






Ein zufa¨llig gezogenes Individuum gibt also durchschnittlich p2f11+p(1−p)f12
Mal ein Gen mit der Auspra¨gung A1 an seine Nachfahren weiter. Damit ergibt
sich schließlich fu¨r die relative Ha¨ufigkeit von A1 in der na¨chsten Generation:
pt+1 =
p2tf11 + pt(1− pt)f12
p2tf11 + 2pt(1− pt)f12 + (1− pt)2f22
Die Fixpunkte p1 = 0, p2 = 1 und p3 =
f22−f12
f11+f22−2f12 errechnen sich wiederum
aus der Gleichung pt+1 = pt. Der letztgenannte Fixpunkt p3 liegt allerdings
nur dann im relevanten Intervall [0, 1], wenn entweder f12 > f11 und f12 > f22
oder f12 < f11 und f12 < f22 ist. Insgesamt ergeben sich also vier qualitativ









22121112 , ffff >>
22121112 , ffff <<
In den Fa¨llen, wo die Fitness des gemischten Genotyps zwischen den Fit-
nesswerten der reinen Genotypen liegt, setzt sich der sta¨rkere reine Genotyp
durch. Ist die Fitness des gemischten Genotyps gro¨ßer als die Fitness der bei-
den reinen Typen, so strebt p gegen p3, es bleiben also beide Auspra¨gungen
A1 und A2 dauerhaft in der Bevo¨lkerung erhalten. Hat jedoch der gemischte
Genotyp den geringsten Reproduktionserfolg, so ha¨ngt es vom Startwert von
p ab, welches Allel sich auf Dauer durchsetzen wird. Einen Beweis fu¨r dieses
Resultat findet man in HOFBAUER und SIGMUND18.
18HOFBAUER und SIGMUND 1998, S. 240
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Aufgabe
Wie viele Generationen dauert es, bis ein Defektgen (Allel A1) eine relative
Ha¨ufigkeit kleiner als 1% hat, wenn der Genotyp A1A1 Fitness f11 = 0, A1A2
Fitness f12 = 4 und A2A2 Fitness f22 = 5 hat und die relative Ha¨ufigkeit zu
Beginn p = 0, 2 ist? Fertigen Sie eine grafische Darstellung in einem Tabellen-
kalkulationsprogramm an und vera¨ndern Sie anschließend die Fitnesswerte
so, dass sich das schadhafte Allel A1 mit einer relativen Ha¨ufigkeit von etwa
15% in der Bevo¨lkerung halten kann!
Aufgabe
Die Sichelzellana¨mie ist eine Erkrankung der roten Blutko¨rperchen, die sogar
zum fru¨hzeitigen Tod fu¨hren kann. Schuld ist ein krankhaftes Allel A1, die
Krankheit tritt allerdings nur bei A1A1 Genotypen auf. Es zeigt sich, dass die
relative Ha¨ufigkeit des Sichelzellallels in Bevo¨lkerungen in Malariagebieten
ho¨her ist, als in anderen Gegenden. Versuchen Sie eine Begru¨ndung dafu¨r
zu finden! In manchen Gegenden Afrikas hat fast ein Drittel der Bevo¨lke-
rung den gemischten Genotyp A1A2. Wie hoch ist in diesem Fall die relative
Ha¨ufigkeit p des Allels A1? Wie viele Mo¨glichkeiten gibt es dafu¨r und welche
davon ist die beste fu¨r die Bevo¨lkerung?
Aufgabe
Bei der schwachen Selektion gegen ein bestimmtes rezessives Allel A1 sind
folgende Fitnesswerte bekannt: f11 = 0, 95, f12 = f22 = 1. Wie viele Genera-
tionen dauert es, bis die relative Ha¨ufigkeit des rezessiven Allels von p = 0, 4
auf p = 0, 3 gesunken ist? Wie lange wu¨rde dieselbe Forderung dauern, wenn
man den Reproduktionserfolg des Genotyps A1A1 komplett verhindern ko¨nn-
te?
3.2 Modelle mit zwei Zustandsgro¨ßen
3.2.1 Mutualismus
Mutualismus bezeichnet vereinfacht gesagt das Zusammenleben verschiede-
ner Arten, die alle einen Nutzen aus dieser Partnerschaft ziehen. Er stellt
somit einen Spezialfall der Symbiose dar. Wir wollen uns hier auf Mutua-
lismus zwischen zwei Arten beschra¨nken. Jede Art profitiert also dann je-
weils vom Vorhandensein der anderen Art. Mutualismus ist ein in der Natur
sehr ha¨ufig auftretendes Pha¨nomen, Beispiele sind etwa das Zusammenle-
ben von Seeanemonen und Einsiedlerkrebsen, von Ameisen und Blattla¨usen,
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die Kooperation von Krokodilen und Krokodilwa¨chtern und viele mehr. Ein
einfaches mathematisches Modell zur Beschreibung von Mutualismus ist das
folgende:
Xt+1 = Xt − a ·Xt + b ·Xt · Yt
Yt+1 = Yt − c · Yt + d ·Xt · Yt
Dabei sind a, b, c, d > 0 Konstanten. An dieser Stelle sei ausdru¨cklich erwa¨hnt,
dass es fu¨r den Schulunterricht keinesfalls das Ziel sein soll, eine geschlossene
Lo¨sung fu¨r diese Gleichungen zu finden. Vielmehr soll es darum gehen, die
vorkommenden Terme interpretieren und den Einfluss der Parameter ver-
stehen zu ko¨nnen. Das kann konkret mit Hilfe von Tabellenkalkulationspro-
grammen umgesetzt werden. Diese erlauben, die Parameter zu variieren und
somit Vera¨nderungen und Abha¨ngigkeiten sofort beobachtbar zu machen.
Man erkennt im obigen Modell, dass beispielsweise die Folge Xt exponenti-
ell fallen wu¨rde, wenn die andere Art nicht vorhanden wa¨re. Die Population
wu¨rde also aussterben. Der Parameter a stellt dabei die Differenz aus Sterbe-
und Geburtenrate der X-Population dar. Dasselbe gilt natu¨rlich auch umge-
kehrt fu¨r Yt.
Ist jedoch Yt > 0, so profitiert X im na¨chsten Zeitschritt davon und wa¨chst
um den Wert b ·Xt ·Yt. Bei jedem Zusammentreffen der beiden Spezies profi-
tieren die beiden voneinander. Die Gro¨ße Xt ·Yt ist ein Maß dafu¨r, wie ha¨ufig
das passieren kann. Jedes Tier der Art X kann prinzipiell Yt verschiedenen
Tieren der anderen Art begegnen, fu¨r alle Xt Tiere der einen Art sind das
dann insgesamt Xt · Yt mo¨gliche Begegnungen.
Die folgende Abbildung zeigt die typische Entwicklung eines mutualistischen
Systems, die durchgezogene Linie gibt dabei den Verlauf von Xt, die strich-

















Mutualismus mit: X0 = 8; Y0 = 15
a = 0, 1; b = 0, 01; c = 0, 2; d = 0, 02
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In diesem Beispiel wachsen die Populationen auf lange Zeit gesehen wieder
unbegrenzt, das Modell kann also realistisch gesehen wieder nur den Beginn
eines natu¨rlichen Prozesses gut beschreiben. Außerdem zeigt sich, dass es bei
diesem Modell auch auf die Wahl der Startwerte ankommt, welchen Verlauf
die Populationszahlen nehmen. Das nachstehende Phasendiagramm zeigt den
Verlauf der Lo¨sungskurven fu¨r verschiedene Startpunkte (X0, Y0). Es la¨sst
erkennen, dass in dem betrachteten Beispiel der Punkt (Xt, Yt) = (10, 10) ein
Fixpunkt des Systems ist und dass es auch Startwerte (X0, Y0) gibt, bei denen
die Populationen nach einiger Zeit aussterben. Das passiert na¨mlich dann,
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Mutualismus mit: X0 = 8; Y0 = 15
a = 0, 1; b = 0, 01; c = 0, 2; d = 0, 02
Das zugeho¨rige kontinuierliche Modell wird durch das Differentialgleichungs-
system
X ′(t) = −a¯ ·X(t) + b¯ ·X(t) · Y (t)
Y ′(t) = −c¯ · Y (t) + d¯ ·X(t) · Y (t)
beschrieben.
Zusatzfragen
• Was vera¨ndert sich am Lo¨sungsverlauf, wenn man statt exponentieller
Abnahme (bei Abwesenheit der jeweils anderen Art) logistisches Wachs-
tum fu¨r das Modell verwendet?
• La¨sst sich auch in diesem Fall ein Fixpunkt finden?
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3.2.2 Konkurrenz
Auch konkurrierende Systeme findet man in der Natur ha¨ufig vor. Ein Bei-
spiel ist die Konkurrenz von Tierarten um das vorhandene Nahrungs- oder
Platzangebot, wie etwa auf Ku¨stenfelsen sesshafte Organismen, die einander
u¨berlagern, sich ersticken oder wechselseitig im Wachstum hindern19. Das
wohl einfachste und gleichzeitig interessanteste Modell zur Beschreibung ei-
nes solchen Sachverhaltes ist das Konkurrenzmodell von Lotka-Volterra20.
Das Modell la¨sst sich durch ein System von zwei Differenzengleichungen be-
schreiben:
Xt+1 = Xt + a ·Xt · (K1 −Xt)− b ·Xt · Yt
Yt+1 = Yt + c · Yt · (K2 − Yt)− d ·Xt · Yt
Es geht also von logistischem Wachstum der beiden Spezies bei Abwesen-
heit der jeweils anderen Art aus. Die zusa¨tzlichen Terme −b · Xt · Yt bzw.
−d ·Xt · Yt beschreiben die Dezimierung der Bevo¨lkerungszahlen durch das
Vorhandensein der jeweils anderen Spezies. Dass diese
”
Abnahmeterme“ pro-
portional zum Produkt aus den beiden Bestandszahlen sind, kann folgender-
maßen plausibel gemacht werden: Je o¨fter Repra¨sentanten der beiden Spezies
aufeinandertreffen, desto ha¨ufiger kommt es auch zu Auseinandersetzungen
zwischen ihnen. Xt · Yt beschreibt aber gerade die Anzahl aller mo¨glichen
Begegnungen zwischen Tieren der beiden Arten. Es kann in diesem Modell














Konkurrenz mit: X0 = 80; Y0 = 50; K1 = 100; K2 = 200
a = 0, 001; b = 0, 005; c = 0, 002; d = 0, 005
19Vgl. D‘ANCONA 1939, S. 10.
20Siehe z. B. MURRAY 2002, S. 94.
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In diesem Fall stirbt die X-Bevo¨lkerung nach einiger Zeit komplett aus,
wa¨hrend sich die Y -Bevo¨lkerung ihrer Kapazita¨tsgrenze K2 na¨hert. Aller-
dings ha¨ngt das langfristige Verhalten dieses Systems stark von der Wahl





Um das zu sehen, interessiert man sich zuerst fu¨r jene Punkte (Xt, Yt) im
Phasendiagramm, fu¨r die entweder Xt+1 = Xt, Yt+1 = Yt oder beides gilt.
Suchen wir zuna¨chst jene Punkte, die die erstgenannte Bedingung erfu¨llen.
Klarerweise muss fu¨r diese gelten:
a ·K1 ·Xt − a ·X2t − b ·Xt · Yt = 0
Dru¨ckt man Yt explizit aus, so ergibt sich fu¨r Xt 6= 0 die Geradengleichung
Yt = −a
b
·Xt + a ·K1
b
.
Fu¨hrt man nun dasselbe fu¨r die Bedingung Yt+1 = Yt durch, so erkennt man,
dass diese Punkte auf der Geraden
Xt = − c
d
· Yt + c ·K2
d
.
liegen. Die 3 unterschiedlichen Fa¨lle ergeben sich nun aus der Lage der bei-
den Geraden zueinander.
1. Fall: Dominanz
Haben die beiden Geraden keinen Schnittpunkt im 1. Quadranten (der uns
aus biologischen Gru¨nden ja ausschließlich interessiert), so liegt in diesem


















Die Pfeile deuten dabei an, in welche
”
Richtung“ sich die Lo¨sungskurven
bewegen. Betrachten wir etwa den Startpunkt des fett markierten Pfeils und
bezeichnen ihn mit (Xt, Yt), so gilt klarerweise
Yt > −a
b
·Xt + a ·K1
b
und
Xt > − c
d
· Yt + c ·K2
d
,
da dieser Punkt ja rechts oberhalb der beiden Geraden liegt. Es folgt dann
Xt+1 < Xt + a ·Xt · (K1 −Xt)− b ·Xt · (−a
b




Yt+1 < Yt + c · Yt · (K2 − Yt)− d · (− c
d
· Yt + c ·K2
d
) · Yt = Yt,
also Xt+1 < Xt und Yt+1 < Yt. Die Richtungen der anderen Pfeile lassen sich
ganz analog erkla¨ren.
Im gezeigten Fall ist also die X-Spezies dominant. Egal wo man startet, alle
inneren Bahnen fu¨hren zum Fixpunkt (K1, 0). Selbstversta¨ndlich gilt Analo-
ges fu¨r den Fall, bei dem die andere Gerade oberhalb liegt.
2. Fall: Bistabilita¨t
Dieser Fall tritt auf, wenn es einen Schnittpunkt der beiden Geraden im
1. Quadranten gibt und dieser Schnittpunkt links unterhalb der gedachten













Hier ha¨ngt der langfristige Verlauf der Lo¨sungskurve vom Startpunkt (X0, Y0)
des Prozesses ab. Je nachdem, wie diese Startwerte gewa¨hlt werden, konver-
giert die Lo¨sungsfolge entweder zu (K1, 0) oder zu (0, K2). Man nennt eine
solche Situation bistabil.
3. Fall: Stabile Koexistenz
In den beiden oben genannten Fa¨llen stirbt jeweils eine Spezies mit Sicherheit
aus. Das ist in der Natur aber zum Glu¨ck nur selten der Fall. Viel eher gibt
es ein (mehr oder weniger) stabiles Gleichgewicht, das sich im Laufe der Zeit
einstellt. Diesen Fall kann man durch das Lotka-Volterra-Konkurrenzmodell
gut beschreiben, wenn die beiden Geraden einen Schnittpunkt haben und die-














Alle inneren Bahnen streben zum Fixpunkt im Inneren, d. h. sobald es von
jeder Spezies zumindest einige Tiere gibt (im Modell reicht sogar eines), kon-
vergieren die Bevo¨lkerungszahlen immer zu diesem Fixpunkt. Insbesondere
auch dann, wenn das System durch Umwelteinflu¨sse kurzzeitig aus diesem
Gleichgewicht gebracht wird. Man sagt, dass die Populationen stabil koexis-
















Konkurrenz mit: X0 = 80; Y0 = 50; K1 = 100; K2 = 200
a = 0, 005; b = 0, 0001; c = 0, 002; d = 0, 002
Zusatzfragen
• Wie sehen die Zeitdiagramme im Fall der Bistabilita¨t qualitativ aus?




Einen Eckpunkt in der Geschichte der Biomathematik bzw. das wohl beru¨hm-
teste biomathematische Modell u¨berhaupt stellt das Ra¨uber-Beute-System
von Lotka-Volterra dar21. Es beschreibt die Wechselwirkung zwischen einer
Raub- und einer Beutetierart. In diesem Modell wird davon ausgegangen,
dass sich die Raubtiere ausschließlich von dieser einen Beutetierart erna¨hren
und dass auch die Beutetiere nur von dieser einen Raubtierspezies gefressen
werden. Wa¨ren also keine Raubtiere vorhanden, so ko¨nnten sich die Beu-
tetiere ohne Hindernis vermehren, was im Modell durch das exponentielle
Wachstum beschrieben wird. Bei Abwesenheit der Beutetiere wu¨rde wieder-
um die Anzahl der Raubtiere exponentiell zuru¨ckgehen.
Bt+1 = Bt + a ·Bt − b ·Bt ·Rt
Rt+1 = Rt − c ·Rt + d ·Bt ·Rt
Diesmal kann das Produkt aus Raubtierzahl Rt und Beutetierzahl Bt so-
gar auf zwei Arten interpretiert werden: Zum einen beschreibt es wieder die
Anzahl der mo¨glichen Begegnungen zwischen Raub- und Beutetieren. Plau-
siblerweise ist die Abnahme der Beutetiere bzw. die Zunahme der Raubtiere
im na¨chsten Zeitschritt von dieser Anzahl abha¨ngig, im Modell sogar direkt
proportional. Zum anderen ko¨nnte man den Ausdruck −b ·Bt ·Rt auch so in-
terpretieren, dass jedes Raubtier in einem Zeitschritt einen gewissen Teil der
Beutetiere erlegt, sagen wir b ·Bt. Insgesamt werden dann natu¨rlich in diesem
Zeitschritt b · Bt · Rt Beutetiere erlegt und das ist genau der Abnahmeterm
der Beutetiere im Modell. Umgekehrt erho¨ht sich natu¨rlich die Fitness der
Raubtiere durch jedes erlegte Beutetier und fo¨rdert somit die Reproduktion
neuer Raubtiere.
Trotz der Einfachheit des Modells ergeben sich hier auf den ersten Blick recht
eigenartige Schwankungen. Diese Schwankungen wurden experimentell etwa
zwischen Hasen und Luchsen, Raub- und Beutefischen und mit Bakterien
im Labor schon vor der Entwicklung dieses Modells beobachtet. Man sah
allerdings zuerst die Verbindung der beiden Spezies nicht und dachte, dass
a¨ußere Umsta¨nde, wie etwa klimatische Vera¨nderungen, der Sommerregen
oder der Einfluss des Menschen schuld an den Oszillationen seien. Wie sehr
dieses Pha¨nomen interessierte und wie viel daran geforscht wurde, la¨sst sich
bei D‘ANCONA22 nachlesen.
21Siehe z. B. SCHUSTER 1995, Kapitel 4.1.



















Ra¨uber-Beute-Modell mit: B0 = 10; R0 = 5
a = 0, 1; b = 0, 01; c = 0, 2; d = 0, 02
Erst das Lotka-Volterra-Modell gab Grund zur Annahme, dass die Interak-
tion der beiden Spezies die Erkla¨rung liefert. Nachvollziehen la¨sst sich dieses
Pha¨nomen wie folgt: Gibt es zu einem Zeitpunkt gerade viele Beutetiere,
so haben die Raubtiere genug zu fressen und ko¨nnen sich vermehren. Steigt
dann aber die Anzahl der Raubtiere, werden sehr viele Beutetiere erlegt, was
zu einem Ru¨ckgang der Beutetieranzahl fu¨hrt. Die Raubtiere haben in der
Folge nicht mehr genug Nahrung, was eine Dezimierung ihrer Anzahl zur Fol-
ge hat. Gibt es nur noch wenige Raubtiere, kann sich die Beutetierpopulation
erholen und das Spiel beginnt von vorne.
Zusatzfragen
• Kann man das Ansteigen der Amplituden unterbinden, indem man lo-
gistisches statt exponentielles Wachstum der Beutetiere verwendet? Ex-
perimentieren Sie!
• Wie sieht das kontinuierliche Ra¨uber-Beute-Modell aus?
• Unter welchen Bedingungen stirbt eine der beiden Spezies aus?
• Wie kann man erreichen, dass das System weniger schnell oszilliert,
bzw. die Amplituden geringer werden? Welche Parameter muss man
wie vera¨ndern?
3.2.4 Natu¨rliche Insektenvernichtung
Angenommen eine Insektenpopulation23 mit getrennten Generationen ver-
mehre sich in jeder Generation auf das a-fache der vorherigen Generati-
23vgl. TIMISCHL (1995), S. 19
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on. Wir wissen schon vom exponentiellen Wachstumsmodell, dass dann die
Bevo¨lkerung ausstirbt, wenn a < 1 gilt bzw. die Bevo¨lkerung u¨ber alle Gren-
zen wa¨chst, wenn a > 1 gilt. Der letzte Fall ist der nun interessante. Mit
der Methode der Sterilen Insektentechnik gelingt es na¨mlich, ohne den Ein-
satz von Insektenvernichtungsmitteln das Wachstum der Insektenpopulation
zu stoppen bzw. die Insektenpopulation in einem Gebiet sogar vollsta¨ndig
auszurotten. Diese Methode wird etwa dazu verwendet, um Fruchtfliegen in
Obstanbaugebieten zu vernichten und ko¨nnte als mo¨gliche Waffe gegen ma-
lariau¨bertragende Stechmu¨cken eingesetzt werden24. Wenn die Anzahl der
Weibchen in der Generation t mit Wt bezeichnet wird, dann gilt fu¨r die An-
zahl der Weibchen eine Generation spa¨ter Wt+1 = a · Wt. Die Anzahl der
Ma¨nnchen in dieser neuen Generation Mt+1 ist genauso groß, weil bei den
Nachkommen Ma¨nnchen und Weibchen gleich wahrscheinlich sind.
Wt+1 = a ·Wt
Mt+1 = a ·Wt
Dies wu¨rde wie gesagt zu exponentiellem Anwachsen der Bevo¨lkerungszahlen
fu¨hren. Im Folgenden wird ausgenutzt, dass sich die Weibchen der betrach-
teten Insektenpopulation nur einmal paaren. Fu¨hrt man nun na¨mlich der
Insektenpopulation eine sehr große Anzahl S an sterilen Ma¨nnchen zu, so
sinkt der Anteil der fertilen Paarungen auf Mt
Mt+S
, was genau dem Anteil der
fertilen Ma¨nnchen in der ma¨nnlichen Population entspricht. Dadurch wird
erreicht, dass die Anzahl der Weibchen bzw. die Anzahl der fertilen Ma¨nn-
chen in der na¨chsten Generation gleich Mt
Mt+S
· a ·Wt ist, ehe abermals sterile










Da spa¨testens ab der 2. Generation die Anzahl der fertilen Ma¨nnchen immer
gleich der Anzahl der Weibchen ist, ko¨nnte man zur einfacheren mathemati-
schen Beschreibung auch ein Modell mit nur einer Zustandsgro¨ße verwenden.








24s. im Internet, Link vom 04.06.2007: www.dradio.de/dlf/sendungen/forschak/533850/
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Um die Fixpunkte dieser Rekursion zu berechnen setzen wir abermalsXt+1 =
Xt. Wir erhalten als Lo¨sungen Xt = 0 und Xt =
S
a−1 . Wird S groß genug
gewa¨hlt, d. h. werden genu¨gend sterile Ma¨nnchen pro Generation freigesetzt,
dann hat auch dieser zweite Fixpunkt einen sehr großen Wert. Ist nun der

















Insektenvernichtung mit: M0 =W0 = 500; a = 5; S = 2010
Aufgabe
• Untersuchen Sie experimentell die Stabilita¨t der beiden Fixpunkte!
• Was passiert, wenn man S < (a− 1) ·Xt wa¨hlt?
• Fertigen Sie ein Spinnwebdiagramm zum obigen Beispiel (a = 5,
S = 2010) an!
3.2.5 Tourismus vs. Umweltattraktivita¨t
Entfernt man sich etwas von rein biologischen Situationen hin zu gesellschaft-
lichen Themen, o¨ffnet sich erneut eine sehr große Bandbreite an mo¨glichen
Modellen. Man stelle sich z. B. folgende Situation vor25: Ein idyllisches Dorf
– sehr ruhig an einem See gelegen, die Umgebung bewaldet – plant aus fi-
nanziellen Gru¨nden den Einstieg in den Tourismus. Sofort wird Kritik laut.
Es wird befu¨rchtet, dass der Tourismus die Gegend zersto¨ren wird und dass
dann ohnehin keine Touristen mehr kommen wu¨rden. Was bliebe sei also
zersto¨rte Natur und nur geringer finanzieller Profit. Die Bewohner des Dor-
fes interessieren sich also fu¨r folgende Fragen:
25vgl. ABLEITINGER 2007, S. 9-10
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• Wie stark wird sich die Attraktivita¨t des Gebietes a¨ndern?
• Wie viele Urlauber
”
vertra¨gt“ das neue Urlaubsziel?
• Kommt es auf Dauer zu stabilen Besucherzahlen?
Die Umweltattraktivita¨t wird nun mit Ut bezeichnet. Sie soll ein Maß dafu¨r
sein, wie ruhig und sauber das Gebiet ist, wie scho¨n das Dorf- und Land-
schaftsbild erscheint und wie gut die Luftqualita¨t ist. Sie wird in Prozent
angegeben, wobei ein Wert von 100% optimaler Umweltattraktivita¨t ent-
spricht, wa¨hrend 0% bedeutet, dass das Gebiet u¨berhaupt nicht attraktiv
ist. Die Touristenzahl zum Zeitpunkt t wird mit Tt bezeichnet.
Wir gehen davon aus, dass sich die Umweltattraktivita¨t beim Ausbleiben
von Touristen logistisch verbessert, sich dem Wert 100% also von unten
na¨hert. Die Touristenzahl andererseits wird exponentiell zuru¨ckgehen, wenn
die Umweltattraktivita¨t gleich Null ist. Natu¨rlich wird die Umweltattrakti-
vita¨t abnehmen, wenn viele Touristen kommen. Das kann durch den Term
−c ·Ut ·Tt modelliert werden. Dabei wird beru¨cksichtigt, dass diese Abnahme
auch davon abha¨ngt, wie hoch die Umweltattraktivita¨t im Moment ist. Klei-
ne Vera¨nderungen in einer scho¨nen, sauberen Umgebung werden viel eher
als sto¨rend wahrgenommen, als dieselben Vera¨nderungen in einer ohnehin
unattraktiven Umgebung. Umgekehrt werden aber Touristen umso sta¨rker
angelockt, je ho¨her die Umweltattraktivita¨t gerade ist. Das entspricht im
folgenden Modell dem Term +d · Ut.
Ut+1 = Ut + a · Ut · (100− Ut)− c · Ut · Tt
Tt+1 = Tt − b · Tt + d · Ut
Hier lassen sich auf recht einfache Weise die Fixpunkte bestimmen. Aus der




das in a · Ut · (100 − Ut) − c · Ut · Tt = 0 ein, so erha¨lt man die beiden




. Der zweite Fixpunkt liegt dabei immer



















Tourismus vs. Umwelt mit: U0 = 100; T0 = 0
a = 0, 001; b = 0, 05; c = 0, 002; d = 0, 1
Wa¨hrend also die Touristenzahl aufgrund des scho¨nen Gebietes zu Beginn
rasch wa¨chst, nimmt die Umweltattraktivita¨t rasant ab. Das hat zur Folge,
dass auch die Touristen wieder weniger gern in das Gebiet kommen, usw.
Schließlich stellt sich ein Gleichgewicht ein, das der Umwelt im betrachteten
Gebiet eine nicht gerade rosige Zukunft voraussagt.
Zusatzfrage
• Untersuchen Sie experimentell die Stabilita¨t der beiden Fixpunkte!
3.2.6 SI-Modell 1
Die Epidemiologie ist ein großes Teilgebiet der Biomathematik. Sie bescha¨ftigt
sich unter anderem mit der Ausbreitung von Krankheiten in der menschli-
chen Bevo¨lkerung. Viele der Modelle sind recht komplex und erfordern hohes
mathematisches Versta¨ndnis. Es gibt allerdings auch hier Mo¨glichkeiten fu¨r
den Schulunterricht. Das wohl einfachste Modell geht dabei von einer fi-
xen Populationsgro¨ße N aus. Diese teilt sich in 2 Bevo¨lkerungsgruppen, die
sogenannten Suszeptiblen St, die zwar noch gesund aber prinzipiell fu¨r die
Krankheit anfa¨llig sind, und die Infizierten It, die bereits an der Krankheit
leiden. Der Name des Modells ergibt sich also aus den Anfangsbuchstaben
der beiden Populationen und ist auch in der Fachliteratur gebra¨uchlich. In
jedem Zeitschritt steckt sich nun ein gewisser Prozentsatz a der Suszeptiblen
mit der Krankheit an, wa¨hrend ein gewisser Anteil b von Infizierten wieder
suszeptibel wird.
St+1 = St − a · St + b · It
It+1 = It + a · St − b · It = N − St+1
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Es stellt sich bei diesem Modell immer ein Gleichgewicht ein, das sich aus


















SI-Modell 1 mit: S0 = 1000; I0 = 0
a = 0, 05; b = 0, 1
Zusatzfragen
• Was passiert, wenn a > b ist?
• Wie sieht das analoge kontinuierliche Modell aus?
3.2.7 SI-Modell 2
Wir wollen das obige Modell noch etwas verbessern, indem wir nicht einfach
annehmen, dass in jedem Zeitschritt ein gewisser Prozentsatz an gesunden
Menschen erkrankt, sondern dass eine Ansteckung davon abha¨ngig ist, ob ein
Suszeptibler Kontakt mit einem Infizierten hat. Der Einfachheit halber soll
ein gesunder Mensch in einem Zeitschritt mit durchschnittlich einem anderen
Menschen Kontakt haben. Mit Wahrscheinlichkeit It
N
ist das ein Infizierter. So
ein Kontakt fu¨hre nun mit Wahrscheinlichkeit a zu einer tatsa¨chlichen Anste-
ckung. Wie im obigen Modell soll pro Zeitschritt ein Anteil b der Infizierten
wieder gesund werden.
St+1 = St − a · St · It
N
+ b · It
It+1 = It + a · St · It
N
− b · It = N − St+1
Es zeigt sich hier ein etwas realistischeres, sigmoides Ansteigen der Anzahl
an Infizierten. Das Gleichgewicht, das sich in diesem Fall einstellt, berechnet
sich zu St =
b
a















SI-Modell 2 mit: S0 = 990; I0 = 10
a = 0, 15; b = 0, 1
Zusatzfragen
• Angenommen man stellt alle Infizierten unter Quaranta¨ne, nachdem
sich das Gleichgewicht eingestellt hat. Wie viele Zeitschritte dauert es
dann, bis die Krankheit als
”
ausgestorben“ bezeichnet werden kann?
• Was passiert in diesem Modell, wenn b > a gilt?
3.2.8 Lesliemodell 1
Lesliemodelle stellen eine eigene Klasse von Prozessen in der Demographie
dar. Die Bevo¨lkerung wird dabei in zwei oder mehrere gleich breite Alters-
klassen unterteilt. Jede Altersklasse hat fu¨r sie typische Geburtenraten fi
und U¨berlebensraten si. Betrachtet man etwa ein 2-Klassen-Modell, so gibt
die U¨berlebensrate s1 die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein Individuum aus
der ersten Klasse u¨berlebt und somit in die zweite Klasse u¨bertreten wird.
Der Zeitschritt von t auf t+1 entspricht dabei genau der Altersklassenbreite.
At+1 = f1 · At + f2 ·Bt
Bt+1 = s1 · At




















also ihr betragsma¨ßig gro¨ßter Eigenwert, von zentraler Bedeutung. Bei diesem
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rechnen. Man kann zeigen, dass dieser Eigenwert genau den asymptotischen
Wachstumsfaktoren der einzelnen Bevo¨lkerungsklassen entspricht. Das soll
bedeuten, dass sich die Bevo¨lkerungszahlen in den Altersklassen der exponen-
tiellen Kurve mit Wachstumsfaktor λ asymptotisch na¨hern. Im Wesentlichen
bestimmt also schon die Fertilita¨tsrate f1 den Verlauf der Bevo¨lkerungszah-
len maßgeblich. Ist f1 > 1, dann wa¨chst die Bevo¨lkerung exponentiell. Bei
f1 = 1 und f2 > 0 und s1 > 0 ebenfalls. Nur wenn f1 < 1 ist, dann ha¨ngt der
qualitative Verlauf auch wesentlich von den anderen beiden Parametern ab.
Eine unmittelbare Folgerung aus dem obigen Resultat ist, dass die Gro¨ße At
Bt
mit gro¨ßer werdendem t gegen einen konstanten Wert strebt, d. h. dass die















Lesliemodell 1 mit: A0 = 200; B0 = 20
f1 = 0, 6; f2 = 2; s1 = 0, 25
Aufgabe
Wir teilen eine Insektenpopulation in 2 gleich breite Altersklassen ein. Diese
sollen die Fertilita¨tsraten f1 = 1, 2 und f2 = 0, 4 haben. Finden Sie jene
Wachstumsrate λ, die sich nach einiger Zeit asymptotisch einstellt, wenn die
U¨berlebenswahrscheinlichkeit in der ersten Altersklasse s1 = 0, 1 ist! Wel-
ches Verha¨ltnis stellt sich zwischen den Bevo¨lkerungszahlen der ersten und
zweiten Altersklasse auf Dauer ein? Versuchen Sie experimentell mit Hilfe
des Computers herauszufinden, auf welchen Wert man f1 senken mu¨sste, um
stabile Bevo¨lkerungszahlen zu erhalten!
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3.3 Modelle mit drei Zustandsgro¨ßen
3.3.1 Zwei Beutespezies und ein Ra¨uber
Betrachten wir zuna¨chst nur zwei Beutetierarten und vorerst noch keinen
Ra¨uber26. Es wird dabei angenommen, dass eine Beutetierart logistisch wach-
sen wu¨rde, wenn es die jeweils andere Beutetierspezies nicht ga¨be. Leben
beide Spezies nebeneinander, dann konkurrieren sie z. B. um eine gemein-
same Nahrungsquelle. Das entsprechende Differenzengleichungssystem sieht
folgendermaßen aus:
At+1 = At + a · At · (K1 − At)− c · At ·Bt
Bt+1 = Bt + b ·Bt · (K2 −Bt)− d · At ·Bt
Die Anzahl der Beute-1-Tiere zum Zeitpunkt t wird dabei durch At beschrie-
ben, wa¨hrend Bt die Anzahl der Beute-2-Tiere angibt. K1 und K2 sind die
Kapazita¨tsgrenzen fu¨r die beiden Spezies. Durch die Terme −c · At · Bt und
−d · At · Bt wird ausgedru¨ckt, dass eine Spezies geschwa¨cht bzw. dezimiert
wird, wenn sie Nahrungsmittel gegen die andere Spezies verteidigen muss.
Das ist aber immer genau dann no¨tig, wenn es zu Begegnungen zwischen
Tieren der unterschiedlichen Arten kommt. Dadurch wird plausibel, dass die
Abnahme durch Konkurrenz um eine gemeinsame Nahrungsquelle proportio-
nal zu At ·Bt ist. Die zweite Spezies soll außerdem einen leichten Vorteil im
Kampf um die Ressourcen haben, was im Modell gerade dann der Fall ist,
wenn c > d gilt.
Interessant ist dabei, dass sich ganz unabha¨ngig von den Startwerten A0 und
B0 nach einiger Zeit immer dasselbe Gleichgewicht in den Bestandszahlen























ß e Beute 1
Beute 2
2 Beutespezies mit: A0 = 50; B0 = 10; K1 = 150; K2 = 200
a = 0, 002; b = 0, 001; c = 0, 00082; d = 0, 00080
Das Modell wird allerdings jetzt durch eine Raubtierart erweitert, die sich
ausschließlich von der Jagd auf die Beute-2-Tiere erna¨hrt. In Abwesenheit
von Beute-2 wu¨rde die Zahl der Ra¨uber exponentiell abnehmen. Ct steht
hier fu¨r die Anzahl der Raubtiere zum Zeitpunkt t:
At+1 = At + a · At · (K1 − At)− c · At ·Bt
Bt+1 = Bt + b ·Bt · (K2 −Bt)− d · At ·Bt − f ·Bt · Ct
Ct+1 = Ct − e · Ct + g ·Bt · Ct


















2 Beutespezies, 1 Ra¨uber mit: A0 = 50; B0 = 15; C0 = 10
K1 = 150; K2 = 200; a = 0, 002; b = 0, 001; c = 0, 00082
d = 0, 00080; e = 0, 1; f = 0, 002; g = 0, 0025
Man erkennt, dass sich zwischen Ra¨uber und Beute-2 wieder qualitativ diesel-
ben Schwankungen ergeben wie im einfachen Ra¨uber-Beute-Modell. Beute-1
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profitiert immer dann von der Situation, wenn die Anzahl der Beute-2-Tiere
gerade sehr niedrig ist. Das urspru¨ngliche biologische Gleichgewicht zwischen
den Beutearten (ohne Ra¨uber) wird also durch die Raubtiere zersto¨rt. Es
dauert in diesem Modell zeitlich gesehen schon wesentlich la¨nger, bis sich ein
neues Gleichgewicht einstellen kann.
Zusatzfragen
• Was a¨ndert sich an der Situation, wenn nun der Ra¨uber auch Beute-
1-Tiere frisst?
• Wie mu¨sste ein Modell mit 2 Ra¨ubern und 1 Beuteart aussehen? Wel-
chen Verlauf wu¨rden die Lo¨sungskurven in diesem Modell nehmen?
Aufgabe
Ein recht unerwartetes Ergebnis bringt folgende Situation: Herrscht zwischen
zwei Spezies eine Ra¨uber-Beute-Beziehung und fu¨gt man diesem System noch
eine weitere Beutespezies zu27, so entlastet das nicht – wie zu vermuten wa¨re
– die erste Beutespezies, sondern es kann sogar das Aussterben einer der
beiden Beutearten zur Folge haben. Versuchen Sie, diese Situation durch ein
mathematisches Modell zu besta¨tigen und eine inhaltliche Begru¨ndung fu¨r
dieses vorerst paradox erscheinende Ergebnis zu finden!
3.3.2 SIR-Modell
Wir betrachten nun die Ausbreitung einer to¨dlichen Krankheit in einer Be-
vo¨lkerung mit anfa¨nglicher Populationsgro¨ße N . Dazu erweitern wir das SI-
Modell 2 um eine weitere Zustandsgro¨ße Rt, die die Anzahl der an der
Kranktheit Verstorbenen zum Zeitpunkt t beschreibt28. Im betrachteten Fall
erliegt dabei in jedem Zeitschritt ein gewisser Prozentsatz c der Infizierten
den Folgen der Krankheit.
St+1 = St − a · St · It
N
+ b · It
It+1 = It + a · St · It
N
− b · It − c · It
Rt+1 = Rt + c · It
Auch hier stellt sich in Abha¨ngigkeit von den Konstanten a, b und c ein
stabiler Endzustand ein:
27Diese dient dem Ra¨uber ebenfalls als Nahrung, steht jedoch in keiner direkten Wech-
selwirkung zur urspru¨nglichen Beutespezies.
28Die Bezeichnung Rt ergibt sich aus dem englischen Wort removed und kann allgemein















SIR-Modell mit: S0 = 990; I0 = 10; R0 = 0
a = 0, 2; b = 0, 1; c = 0, 03
Man erkennt, dass die Kurve der Infizierten ein lokales Maximum besitzt.
Dieses kann man berechnen, indem man nach jenem Zeitpunkt sucht, bei
dem It+1 = It ist. Das ist dann der Fall, wenn
a
N




· N gilt. Im Allgemeinen wird man nun versuchen, dieses Maxi-
mum relativ fru¨h zu erreichen. Also dann, wenn St noch sehr groß ist. Durch
Steuerung der Parameter a, b und c kann das beeinflusst werden. Fu¨r den
Schulunterricht bieten sich an dieser Stelle Schieberegler an, mit denen man
sofort beobachten kann, welchen Einfluss die Vera¨nderung der Parameter auf
den Endzustand des Systems hat, auf den es letzlich ankommt.
Dieses einfache Epidemiemodell hat auch A¨hnlichkeiten zu einigen soziolo-
gischen Pha¨nomenen. Beispielsweise ko¨nnte man damit auch das Ausbreiten
einer neuen Idee (beispielsweise die Methode der Psychoanalyse ausgehend
vom einzigen
”
Infizierten“ Sigmund Freud, die Evolutionstheorie ausgehend
von Charles Darwin oder das Christentum ausgehend von Jesus und seiner
Gefolgschaft), von Geru¨chten oder von neuen technologischen Erfindungen
(z. B. die Verbreitung von Fernsehgera¨ten) modellieren. Die Genesung ent-
spricht dann am ehesten dem Vergessen der neuen Idee, das Sterben ent-
spricht dem Nicht-mehr-Weitererza¨hlen und das Geimpft-sein ist gleichzu-
setzen dem Nicht-empfa¨nglich-sein fu¨r die neue Idee.
Eine Variante des SIR-Modells zur Beschreibung von Tollwut beim Rotfuchs
und zugeho¨rige reale Daten findet man bei NOWAK29.
Zusatzfragen
• Was passiert im obigen Beispiel, wenn durch die Verwendung eines
29NOWAK 2001, S. 61-78
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neuen Medikaments die Genesungsrate b von 0, 10 auf 0, 11 angehoben
werden kann?
• Was geschieht langfrisitg gesehen, wenn die Sterblichkeitsrate c der In-
fizierten statt 0, 03 den Wert 0, 04 annimmt? Versuchen Sie, dieses
Pha¨nomen zu erkla¨ren!
• In welcher Beziehung mu¨ssten die Parameter a, b und c zueinander
stehen, damit das lokale Maximum von It nicht in den beobachteten
Zeitraum t > 0 fa¨llt?
• Vera¨ndern Sie das Modell so, dass auch Impfungen von Suszeptiblen
beru¨cksichtigt werden! Was vera¨ndert das am globalen Verhalten des
Systems?
3.3.3 Bevo¨lkerungsdynamik
Die Beobachtung der Bevo¨lkerungsentwicklung ist seit jeher ein zentrales
Anliegen der Biomathematik. Dementsprechend viele Modelle gibt es fu¨r ihre
Beschreibung. In diesem Abschnitt wollen wir die Bevo¨lkerung ganz grob in
3 Gruppen einteilen: At steht fu¨r die Anzahl der Unter-15-ja¨hrigen, Bt fu¨r
die Anzahl der (reproduktiven) 15- bis 44-ja¨hrigen und Ct fu¨r die Anzahl der
U¨ber-44-ja¨hrigen, jeweils zum Zeitpunkt t (in Jahren). a, b und c bezeichnen
die Sterberaten der einzelnen Gruppen in einem Jahr und f die Fertilita¨t
(= durchschnittliche Anzahl der Kinder pro Frau) der Bevo¨lkerung. Um das
Modell zu vereinfachen, tritt jedes Jahr 1
15
der Personen der 1. Altersklasse
in die 2. Klasse und 1
30
der Personen der 2. Klasse in die 3. Klasse u¨ber.
Das entspricht natu¨rlich genau dem Kehrwert der Verweildauern in diesen




Kinder geboren, da es
durchschnittlich Bt
2
geba¨rfa¨hige Frauen gibt, die ja¨hrlich durchschnittlich f
30
Kinder bekommen.







Bt+1 = Bt − b ·Bt + 1
15
· At − 1
30
·Bt



















Bevo¨lkerungsdynamik mit: A0 = 250; B0 = 280; C0 = 150
a = 0, 006; b = 0, 012; c = 0, 03; f = 2, 3
Zusatzfragen
• Auf welchen Wert mu¨sste die Fertilita¨t f im obigen Beispiel angehoben
werden, um dauerhaft stabile Bevo¨lkerungszahlen zu garantieren?
• Was passiert, wenn durch den medizinischen Fortschritt bzw. Unfall-
vermeidung die Sterberaten in den ersten beiden Klassen auf a = 0, 3%
bzw. b = 0, 6% gesenkt werden ko¨nnten?
• Wo liegen die Grenzen dieses Modells? Inwiefern ist es fu¨r die Be-
schreibung einer realen Bevo¨lkerung geeignet?
3.3.4 Stein-Schere-Papier-Spiel
Auf den ersten Blick wird man sich wohl fragen, was denn dieses Kinder-
spiel mit Biomathematik zu tun habe. Tatsa¨chlich scheint das Spiel, bei dem
die Schere immer am Stein zerbricht, die Schere immer das Papier schneidet
und das Papier immer den Stein umhu¨llt, durch seine Spielregeln schon vo¨llig
erkla¨rt zu sein. Allerdings findet man solche zyklisch-dominanten Beziehun-
gen auch in der Natur vor, beispielsweise bei bestimmten Bakterienkulturen.
Manche der Bakterien produzieren Gift, um ihre Artgenossen zu scha¨digen,
und das zugeho¨rige Gegengift, um nicht selbst von den Artgenossen vergiftet
zu werden. Den relativen Anteil dieser Bakterien zum Zeitpunkt t bezeichnen
wir mit At. Ist At sehr hoch, wird es sich nicht mehr rechnen, das Gift zu pro-
duzieren. Es reicht dann also, nur das Gegengift zu besitzen. Es kann also die
gesparte Energie fu¨r
”
Sinnvolleres“, wie etwa die eigene Reproduktion ver-
wendet werden. Bedienen sich sehr viele Bakterien dieser neuen Strategie, die
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wir mit Bt bezeichnen, wird aber auch das Produzieren des Gegengifts sinn-
los, da ja quasi fast kein Gift mehr im Umlauf ist, vor dem man sich schu¨tzen
mu¨sste. Steigt allerdings dann der Anteil der
”
unproduktiven“ Bakterien Ct,
die also weder Gift noch Gegengift produzieren, zahlt es sich wieder aus, Gift
und somit auch Gegengift zu produzieren, um sich einen Vorteil zu verschaf-
fen. Und der Kreislauf beginnt von vorne.
Es gibt verschiedene Mo¨glichkeiten, die Anpassung an eine andere Strate-
gie zu modellieren. Wir wollen hier eine recht einfache Methode behandeln.
Dabei soll der Reproduktionserfolg einer Bakterienart abha¨ngig von der Zahl
der erfolgreichen Begegnungen, also jener mit U¨berlegenheit u¨ber den Gegner
sein. Beispielsweise soll der Zuwachs von At in einem Zeitschritt proportional
zu At · Ct sein, wa¨hrend Ct in gleichem Maße abnimmt.
At+1 = At + a · At · Ct − a · At ·Bt
Bt+1 = Bt + a ·Bt · At − a ·Bt · Ct
Ct+1 = At + a · Ct ·Bt − a · Ct · At
Es ergeben sich in diesem Modell wirklich die oben beschriebenen zyklischen
Schwankungen. Je gro¨ßer dabei der Wert von a ist, desto schneller gehen
die Wechsel vor sich. Dabei fa¨llt auf, dass sich die einzelnen Strategien mit
der Zeit immer deutlicher und u¨ber la¨ngere Zeitra¨ume durchsetzen, bevor sie

















Stein-Schere-Papier mit: A0 = 0, 2; B0 = 0, 4; C0 = 0, 4; a = 0, 2
Das geht sogar so weit, dass eine Strategie einen Anteil sehr nahe an 100%
erreicht, diesen Zustand dann fu¨r einige Zeit aufrecht erhalten kann, bis die
na¨chste Strategie in diese Einheitsbevo¨lkerung
”
eindringen“ kann und sich














Stein-Schere-Papier mit: A0 = 0, 2; B0 = 0, 4; C0 = 0, 4; a = 0, 2
Dieses zyklische Verhalten hat man auch in der unbelebten Natur bei chemi-
schen Prozessen experimentell nachweisen ko¨nnen30.
Zusatzfragen
• Wie sind die Grenzfa¨lle a = 0 und a = 1 zu interpretieren und welche
Auswirkungen auf die Zeitdiagramme ergeben sich?
3.3.5 SI-Modell mit zwei unterschiedlichen Erregern
Das folgende Modell beschreibt den Verlauf einer to¨dlichen Krankheit, die
von zwei unterschiedlichen Virentypen ausgelo¨st werden kann. Dabei unter-
scheiden sich die beiden Typen durch ihre
”
Aggressivita¨t“. Die an Virus 1 er-
krankten Personen werden mit It bezeichnet und haben eine Sterberate v (pro
Zeitschritt), wa¨hrend die an Virus 2 Erkrankten mit Jt bezeichnet werden
und eine Sterberate w haben. Das Wachstum der suszeptiblen Bevo¨lkerung
beschreiben wir mit dem begrenzten Wachstumsmodell und die U¨bertragung
der Krankheit wie im SI-Modell 2 :
St+1 = St + a · (K − St)− b · St · (It + Jt)
It+1 = It + b · It · St − v · It
Jt+1 = Jt + b · Jt · St − w · Jt
Wir wollen im Folgenden annehmen, dass das Virus 2 etwas aggressiver als
das Virus 1 ist, d. h. dass die Sterberate w gro¨ßer als die Sterberate v ist.














SI-Modell mit zwei Erregern mit: S0 = 400; I0 = 20; J0 = 100
a = 0, 01; b = 0, 0001; K = 1000; v = 0, 05; w = 0, 06
Trotz der zu Beginn ho¨heren Zahl an Virus-2 -Erkrankten hat das
”
schwa¨che-
re“ Virus 1 auf Dauer die
”
besseren Karten“, wenn es ums U¨berleben in der
Bevo¨lkerung geht. Betrachtet man die schrittweise Entwicklung des Quoti-
enten Jt
It








1 + b · St − w
1 + b · St − v
)
Da der obige Klammerausdruck wegen w > v und wegen St ≤ K (sofern






Dieses vorerst paradox erscheinende Ergebnis la¨sst sich inhaltlich so erkla¨ren,
dass die vom sta¨rkeren Virus befallenen Menschen schneller sterben und da-
her das Virus nicht so lange an andere, gesunde Personen weitergeben ko¨nnen.
Das fu¨hrt auf Dauer zum Aussterben des Virus 2 in der Bevo¨lkerung. Im ver-
bleibenden SI-Modell stellt sich dann ein stationa¨rer Zustand ein.
Zusatzfragen
• Was geschieht, wenn v = w gilt?
• Was passiert, wenn entweder v = 0 oder w = 0 ist? Was, wenn v =
w = 0?
• Stellt sich fu¨r alle Startwerte S0 derselbe stationa¨re Endzustand ein?
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3.4 Modelle mit mehr als drei Zustandsgro¨ßen
3.4.1 Lesliemodell 2
Auch fu¨r mehr als 2 Altersklassen gibt es beim Lesliemodell ganz analoge
Erkenntnisse. Teilt man beispielsweise die betrachtete Bevo¨lkerung in vier
Altersklassen, so stellen sich auch hier auf Dauer konstante Verha¨ltnisse der
einzelnen Bevo¨lkerungszahlen in den Altersklassen ein. Der Spektralradius
der Lesliematrix gibt wieder den asymptotischen Wachstumsfaktor an, wel-
cher allerdings nicht mehr so leicht zu bestimmen ist wie jener im 2-Klassen-
Modell. Mit Hilfe des Computers kann man ihn allerdings sehr leicht na¨he-
rungsweise experimentell bestimmen. Die fi sind nun wieder die Geburtenra-
ten und die si die jeweiligen U¨berlebenswahrscheinlichkeiten in den einzelnen
Alterklassen.
At+1 = f1 · At + f2 ·Bt + f3 · Ct + f4 ·Dt
Bt+1 = s1 · At
Ct+1 = s2 ·Bt
Dt+1 = s3 · Ct








f1 f2 f3 f4
s1 0 0 0
0 s2 0 0








Wenn man nur die ersten Zeitschritte in diesem System betrachtet, la¨sst sich
















Lesliemodell 2 mit: A0 = 200; B0 = 300; C0 = 150; D0 = 100
f1 = 0; f2 = 0; f3 = 3; f4 = 4; s1 = 0, 3; s2 = 0, 5; s3 = 0, 9
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Erst nach einiger Zeit stellen sich in der Gesamtbevo¨lkerung die
”
richtigen
Verha¨ltnisse“ ein. Man erkennt dann, dass etwa im betrachteten Beispiel der
Spektralradius der Lesliematrix, der das Langzeitverhalten der Population
















Lesliemodell 2 mit: A0 = 200; B0 = 300; C0 = 150; D0 = 100
f1 = 0; f2 = 0; f3 = 3; f4 = 4; s1 = 0, 3; s2 = 0, 5; s3 = 0, 9
Mit einem Computeralgebrasystem la¨sst sich der Spektralradius zu dieser
Matrix auch na¨herungsweise berechnen. Im vorliegenden Fall ergibt sich
λ ≈ 0, 997, was die relativ langsame Abnahme der Bevo¨lkerungszahlen er-
kla¨rt.
Aufgabe
Implementieren Sie das Lesliemodell 2 in einem Tabellenkalkulationspro-
gramm entsprechend folgender Daten31 fu¨r eine mehrja¨hrige Pflanze:
Altersklasse A B C D
Geburtenrate fi 0 0 200 50
U¨berlebenswahrscheinlichkeit si 0, 05 0, 1 1, 0 0, 0
Startpopulation 60000 400 150 200
Untersuchen Sie das Langzeitverhalten dieser Bevo¨lkerung! In welchem Ver-
ha¨ltnis stehen die Bevo¨lkerungszahlen der einzelnen Altersklassen zueinan-
der? Berechnen Sie na¨herungsweise den Langzeitwachstumsfaktor, indem Sie
die Bevo¨lkerungszahlen zweier aufeinanderfolgender (spa¨ter) Zeitpunkte divi-
dieren! Vergleichen Sie diesen Wert mit dem Spektralradius der zugeho¨rigen
Lesliematrix (Computeralgebrasystem)!




Bei der Erstellung von Da¨mmen am unteren Snake River, im Columbia Ri-
ver Basin wurde die folgende Untersuchung der Auswirkung auf die Chinook
Lachs-Population eingebracht. Die U¨berlebenswahrscheinlichkeiten und Ge-
burtenraten vor der Sto¨rung durch den Staudamm ko¨nnen gescha¨tzt werden
durch:
Altersklasse A B C D
Eier 1-ja¨hrig 2-ja¨hrig 3-ja¨hrig
Geburtenrate fi 0 0 20 58
U¨berlebenswahrscheinlichkeit si 0, 05 0, 3 0, 6 0
Startpopulation 500 50 6 3
Berechnen Sie den Langzeitwachstumsfaktor dieser Lachspopulation mit ei-
nem Computeralgebrasystem! Was passiert auf Dauer? Aufgrund verschiede-
ner Untersuchungen kann die Auswirkung des Staudammprojektes wie folgt
abgescha¨tzt werden:
Altersklasse A B C D
Eier 1-ja¨hrig 2-ja¨hrig 3-ja¨hrig
Geburtenrate fi 0 0 5 40
U¨berlebenswahrscheinlichkeit si 0, 012 0, 87 0, 79 0
Startpopulation 500 50 6 3
Wie sehr wird das Staudammprojekt das Wachstum der Lachspopulation be-
einflussen? Welche der folgenden Managementmaßnahmen ko¨nnte das Pro-
blem am besten lo¨sen?
• die U¨berlebenswahrscheinlichkeit s1 der Eier wird auf 0, 02 erho¨ht
• die U¨berlebenswahrscheinlichkeiten s2 und s3 ko¨nnen auf jeweils 0, 9
angehoben werden
• beide Maßnahmen in schwa¨cherer Form: s1 = 0, 016, s2 = 0, 88, s3 =
0, 85
3.4.2 Lineare Nahrungskette
Wir betrachten jetzt vier verschiedene Tierarten, die gemeinsam eine Nah-
rungskette bilden. Die
”
oberste“ Tierart A stellt den Ra¨uber dar. Sie erna¨hrt
32vgl. im Internet: http://www-ui.informatik.uni-oldenburg.de/lehre/veranstaltungen,
link vom 17.07.2007
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sich ausschließlich von der zweiten Tierart B, die ihrerseits wieder ausschließ-
lich Jagd auf die Spezies C macht, welche sich schließlich nur von der un-
tersten Beuteart D erna¨hrt. Zusa¨tzlich nehmen wir an, dass D logistisch
wa¨chst, wa¨hrend die Populationsgro¨ßen der anderen Tierarten exponentiell
fallen (jeweils bei Nichtvorhandensein aller anderen Arten). U¨bersetzt man
diese Modellannahmen in Differenzengleichungen, so erha¨lt man:
At+1 = At − a1 · At + a2 · At ·Bt
Bt+1 = Bt − b1 ·Bt + b2 ·Bt · Ct − b3 ·Bt · At
Ct+1 = Ct − c1 · Ct + c2 · Ct ·Dt − c3 · Ct ·Bt
Dt+1 = Dt + d1 ·Dt · (K −Dt)− d3 ·Dt · Ct
Dieses recht einfache Modell kann schon erste Erkla¨rungsversuche geben, wie
es in der Natur, in der selbstversta¨ndlich Beziehungen zwischen Tierarten
wesentlich komplexer und vielschichtiger sind, zu stabilen Populationsgro¨ßen
kommen kann. Schon D‘ANCONA33 formuliert:
”
Im allgemeinen werden die
Beziehungen zwischen Pflanzen, herbivoren und carnivoren Tieren immer von
a¨hnlicher Art sein, unbeschadet der Gro¨ße und Lebensweise der zusammenle-
benden Organismen. In allen diesen Fa¨llen wird sich schließlich ein gewisser



















Lineare Nahrungskette mit: A0 = 30; B0 = 20; C0 = 25; D0 = 35; K = 50
a1 = 0, 01; a2 = 0, 0005; b1 = 0, 01; b2 = 0, 001; b3 = 0, 0006; c1 = 0, 01
c2 = 0, 0012; c3 = 0, 002; d1 = 0, 0031; d2 = 0, 0012
Auch kann man damit veranschaulichen, dass nach der Ausrottung einer
Tierart (z. B. B) das ganze System aus dem Gleichgewicht gebracht werden
kann. Selbstversta¨ndlich stirbt dann na¨mlich auch die Raubtierart A nach
33D‘ANCONA 1939, S. 9
95
einiger Zeit aus, aber auch die unterste Tierart D wird durch diese Vera¨nde-
rung drastisch dezimiert, da die Tierart C keinen natu¨rlichen Feind mehr hat

















Lineare Nahrungskette mit: A0 = 30; B0 = 0; C0 = 25; D0 = 35; K = 50
a1 = 0, 01; a2 = 0, 0005; b1 = 0, 01; b2 = 0, 001; b3 = 0, 0006; c1 = 0, 01
c2 = 0, 0012; c3 = 0, 002; d1 = 0, 0031; d2 = 0, 0012
Zusatzfragen
• Gibt es fu¨r jede (vernu¨nftige) Wahl der Konstanten einen stabilen End-
zustand wie oben?
• Was passiert, wenn anstatt B die Tierart C ausgerottet wird?
• Erweitern Sie das Modell um eine weitere Tierart! Gibt es auch dann
noch stabile Verha¨ltnisse?
Aufgabe
Beim Lehrpfad in der Waldviertler Blockheide findet man zahlreiche Tafeln,
die auf dort funktionierende lineare Nahrungsketten hinweisen:
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Modellieren Sie die Nahrungskette, die auf dem Bild angefu¨hrt ist. Schaffen




4.1 Biomathematik in o¨sterreichischen Schu-
len und Lehrpla¨nen
Biomathematische Themen werden im Mathematikunterricht an o¨sterreichi-
schen Schulen nur selten bearbeitet. Die Folge der Fibonaccizahlen wird oft-
mals durch das offensichtlich unrealistische, wegen der netten Geschichte aber
fest in der Literatur verankerte Modell der Kaninchenvermehrung eingefu¨hrt.
Selbst dabei wird aber nicht auf den biologischen Kontext geachtet, sondern
so schnell wie mo¨glich zur Rekursionsformel der Folge u¨bergegangen.
Falls das Thema Dynamische Prozesse in der 8. Klasse Gymnasium u¨ber-
haupt behandelt wird1, so treten biologische Sachverhalte oft nur als Moti-
vation fu¨r die Behandlung von Differenzen- oder Differentialgleichungen auf
und nicht als eigensta¨ndiger Inhalt. Wichtige Fa¨higkeiten wie das Denken
in Systemen, das Erkennen von Zusammenha¨ngen oder das Verstehen der
Struktur von natu¨rlichen Prozessen sollten m. E. dabei viel sta¨rker in den
Vordergrund treten.
Im Unterstufenlehrplan sind biomathematische Themen nicht explizit an-
gefu¨hrt, Wachstums- und Abnahmeprozesse werden allerdings ha¨ufig anhand
von einfachen Bevo¨lkerungsmodellen bearbeitet.
Anders als im Physikunterricht hat die Mathematik im Biologieunterricht
an unseren Schulen nur wenig Platz gefunden. Ausnahmen stellen lediglich
Einzelfa¨lle, wie z. B. die Mendel’schen Regeln, dar.
Es liegt also an der Lehrperson selbst, zu entscheiden, ob und in welchem Aus-
maß Biomathematik in ihrem Unterricht vorkommt. Es soll unter anderem
in dieser Arbeit dargelegt werden, welche Chancen der Einsatz biomathe-
1Das wird im Lehrplan allerdings gefordert.
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matischer Modelle bietet, wie ein sinnvoller Umgang staffinden ko¨nnte, bei
welchen im Lehrplan festgelegten Inhalten sich ein Einsatz lohnen wu¨rde,
welche Unterrichtsformen sich anbieten und worin die Ziele eines solchen Un-
terrichts liegen.
Liest man etwa den allgemeinen Teil des Mathematik-Lehrplans der AHS-
Oberstufe2, so kann man feststellen, dass eine ada¨quate Behandlung von
Biomathematik beinahe alle geforderten mathematischen Kompetenzen, Bei-
tra¨ge zu den Bildungsbereichen, Aspekte der Mathematik und didaktischen
Grundsa¨tzen fo¨rdern kann. Das mag natu¨rlich auch fu¨r andere Teilbereiche
der Mathematik zutreffen, die folgenden Forderungen werden aber nahelie-




Mathematik soll als spezifische Sprache
zur Beschreibung von Strukturen und Mustern [. . . ] sowie zur Untersu-
chung von Naturpha¨nomenen erkannt werden.“ Hier werden also expli-
zit Naturvorga¨nge angesprochen. Weiters sollen
”
Situationen, Zusta¨nde
und Prozesse aus der Alltagssprache in die Sprache der Mathematik“
u¨bersetzt werden. Der Modellbildungsprozess und das Hin- und Her-
schalten zwischen Modell und Realita¨t soll also einen Platz im Unter-
richt finden. Das Experimentieren mit Modellen ermo¨glicht schließlich
auch das
”
zielgerichtete Suchen nach Gesetzma¨ßigkeiten“, das
”
Vari-
ieren von Parametern“, das
”
Ausfu¨hren von Simulationen“ sowie das
”
Ausloten von Grenzen und Spezialfa¨llen“.
Aspekte der Mathematik: Es ist im Lehrplan festgehalten, dass Mathe-
matik
”
eine spezifische Art, die Erscheinungen der Welt wahrzunehmen
und durch Abstraktion zu verstehen“ sei.
”
Mathematisierung eines rea-
len Pha¨nomens kann die Alltagserfahrung wesentlich vertiefen.“ Es wird
außerdem angefu¨hrt, dass Mathematik
”
ein nu¨tzliches Werkzeug und
Methodenreservoir fu¨r viele Disziplinen“ sei, und dass der Unterricht
aufzeigen solle,
”
dass Mathematik in vielen Bereichen des Lebens eine
wichtige Rolle“ spiele.
”
Viele Naturpha¨nomene lassen sich mit Hilfe der
Mathematik ada¨quat beschreiben und damit auch verstehen.“
Didaktische Grundsa¨tze: Vor allem ein didaktischer Grundsatz, na¨mlich
Lernen in anwendungsorientierten Kontexten wird speziell durch die





deutlichen die Nu¨tzlichkeit der Mathematik in verschiedenen Lebens-
bereichen und motivieren so dazu, neues Wissen und neue Fa¨higkeiten
zu erwerben. Vernetzungen der Inhalte innerhalb der Mathematik und
durch geeignete fa¨cheru¨bergreifende Unterrichtssequenzen sind anzu-
streben.“
Ein neues Thema im Schulunterricht muss also nicht zwangsla¨ufig zusa¨tzli-
che Zeit in Anspruch nehmen. Es ko¨nnen beispielswiese durch die Bioma-
thematik, wie eben aufgezeigt, viele Kompetenzen angeeignet und trainiert
werden, die alle im Lehrplan ohnehin vorgesehen sind. Zusa¨tzlich bietet sich
die Mo¨glichkeit, viele weitere, didaktisch wertvolle Kompetenzen zu schulen
(siehe dazu Abschnitt 4.3).
Die Erziehung der Schu¨ler zu rational denkenden Menschen sollte eines der
Hauptanliegen des Mathematikunterrichts sein. Das heißt aber nicht, dass da-
bei nicht auch Themen angesprochen werden sollen, die in den Medien oder
in der Tagespolitik oft sehr emotional diskutiert werden. Viele dieser The-
men sind biomathematischer Natur. Man denke zum Beispiel an den CO2-
Haushalt der Erde, verkehrspolitische Themen, das Bevo¨lkerungswachstum
und den Generationenvertrag, an Gesundheitsthemen wie SARS, BSE oder
die Vogelgrippe, an die Rodung des Regenwaldes oder den ewigen Streit u¨ber
den Einsatz von Gentechnik in Medizin und Landwirtschaft.
Fu¨r den Mathematikunterricht tut sich hier ein breites Spektrum an Anwen-
dungen auf. Es kann durch die Bearbeitung elementarer Modelle zumindest
ein Grundstein zum Versta¨ndnis der oben genannten Themen gelegt werden.
4.2 Biomathematik in Schulbu¨chern
Es werden nun die ga¨ngigsten o¨sterreichischen Schulbu¨cher auf ihre bioma-
thematischen Inhalte hin untersucht. Das Schulbuch mit dem weitaus gro¨ßten
Marktanteil in der Unterstufe ist die Reihe Das ist Mathematik 3, gefolgt von
Blickpunkt Mathematik 4.
In der Oberstufe hat nach dem Mathematik-Lehrbuch5 die Reihe Mathema-
tik verstehen6 den gro¨ßten Absatz an O¨sterreichs Schulen. Selbstversta¨ndlich
gibt es noch viele weitere, insbesondere in der Unterstufe auch viele neue
bzw. im Entstehen begriffene Schulbuchreihen7. Wir beschra¨nken uns den-
3REICHEL et. al. 2003-2005
4KELLER-RESSEL et. al. 2002-2005
5GO¨TZ und REICHEL 2004-2007
6MALLE et. al. 2004-2007
7DORFMAYR et. al. 2006-2007, HANISCH et. al. 2007
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1. Klasse: Es finden sich keine biomathematischen Inhalte.
2. Klasse: Das menschliche Bevo¨lkerungswachstum in Entwicklungsla¨ndern
wird ausfu¨hrlich im Unterrichtsprojekt Kinder in Entwicklungsla¨ndern
im Anhang thematisiert (S. 252 - 259). Es werden Gro¨ßen wie die Le-
benserwartung, Geburten- und Sterberaten, mittlere Anzahl der Ge-
burten pro Frau usw. behandelt. Zwar geht es noch nicht konkret
um Wachstumsmodelle, allerdings eignet sich das Unterrichtsprojekt
durchaus als Vorbereitung fu¨r dieses Thema. Es sollen etwa Bevo¨lke-
rungszunahmen in Prozent berechnet und Daten aus Bevo¨lkerungsent-
wicklungsgrafiken abgelesen werden.
Zum Waldwachstum findet sich eine Aufgabe im Kapitel Prozentrech-
nungen (Aufgabe 496), ansonsten gibt es keine Aufgaben in biomathe-
matischem Kontext.
3. Klasse: Im Abschnitt Eine Formel fu¨r die Zinseszinsrechnung finden sich
vier Aufgaben aus dem Bereich Mensch und Natur. Dabei geht es kon-
kret zweimal um Bevo¨lkerungswachstum und zweimal um das Wachs-
tum eines Waldes. Es wird nach der Gro¨ße der Bevo¨lkerung bzw. des
Waldes nach einer gewissen Zeit gefragt, wenn diese Gro¨ßen exponen-
tiell wachsen. Das exponentielle Wachstumsmodell und seine Grenzen
werden dabei nicht explizit thematisiert (Aufgaben 558 - 561).
4. Klasse: Zur Wiederholung und Vertiefung gibt es auch in der 4. Klasse
nochmal einige Aufgaben zur Bevo¨lkerungsentwicklung mit exponenti-
ellem Wachstum. Abermals wird dabei beim Thema Zinsen- und Zin-
seszinsrechnung die Biomathematik als
”
alternativer“ Kontext fu¨r das
Gelernte herangezogen (Aufgaben 27 - 30).
Das Unterrichtsprojekt im Anhang bescha¨ftigt sich in diesem Band
mit dem Thema Der Wald. Es finden sich darin Aufgaben zur Prozent-
rechnung und zum exponentiellen Wachstum. Es wird auch wirklich im
biologischen Bereich gearbeitet und beispielsweise u¨ber die Gefa¨hrdung
und die Nutzung des Waldes diskutiert.
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Blickpunkt Mathematik (Schwerpunkt AHS)
1., 2. und 3. Klasse: Es gibt keine biomathematischen Inhalte. In der 3.
Klasse findet sich zwar je ein Kapitel zur Zinsenrechnung und zu linea-
ren Wachstums- und Abnahmeprozessen, die Aufgabenkontexte ent-
stammen aber alle nicht der Biomathematik.
4. Klasse: Im Kapitel Funktionen entdeckt man dann schließlich drei Auf-
gaben mit biologischem Kontext: Seerosenwachstum, Bakterienvermeh-
rung und Bevo¨lkerungswachstum (Aufgaben 486, 487 und 489). Eine
weitere Aufgabe zum Bakterienwachstum findet man in
”
Mein perso¨nli-
cher Wissensanzeiger“ am Ende des Kapitels. Die Einleitung zum Ka-
pitel Statistik bildet ein Text, der das Thema aus historischer Sicht be-
leuchtet. Dabei wird auf eineinhalb Seiten u¨ber die ersten Volksza¨hlun-
gen bis hin zur aktuellen Erhebung der Bevo¨lkerungsstatistik einge-
gangen. Die darauffolgende Aufgabe 735 fordert die Schu¨lerinnen und
Schu¨ler dazu auf, bestimmte statistische Daten fu¨r die Bevo¨lkerung
O¨sterreichs zu recherchieren. Im Abschnitt Manipulation mit Statsi-
tik schließlich liefert in der Aufgabe 735 das Bevo¨lkerungswachstum
Chinas einen biomathematischen Kontext.
4.2.2 Oberstufe
Mathematik-Lehrbuch
5. Klasse: Es finden sich keine biomathematischen Inhalte.
6. Klasse: Das erste biomathematische Modell in dieser Schulbuchreihe ist
das von Fibonacci entwickelte Modell zur Kaninchenvermehrung (Auf-
gabe 471). Es geht weniger um den Kontext, als um das Kennenler-
nen der rekursiv definierten Folge und ihrer Eigenschaften. Das Ka-
pitel Geometrische Folgen wird auf der Seite 134 mit einem Beispiel
zum Wachstum einer Bakterienkultur eingeleitet. Auch der Begriff Ver-
mehrungsfaktor wird dabei verwendet. Allerdings findet man in diesem
Kapitel keine weiteren Aufgaben mit biomathematischem Hintergrund.
Auch beim Kapitel Exponential- und Logarithmusfunktion bedient man
sich zum Einstieg auf der Seite 196 eines biomathematischen Kontex-
tes. Es geht dabei um das Wachstum der Erdbevo¨lkerung. Im Anschluss
gibt es auch eine Aufgabe zum Holzwachstum, eine Aufgabe zum Bakte-
rienwachstum, zwei Aufgaben aus der Demographie sowie eine Aufgabe
aus der Medizin (Aufgaben 732-735, 809). Bei einer kurzen Vorstellung
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des logistischen Wachstums auf der Seite 223 wird allerdings kein Bei-
spiel aus der Biomathematik verwendet.
7. Klasse: Relativ viele Aufgaben aus der Biologie findet man in diesem
Band im Kapitel Mathematische Beschreibung dynamischer Systeme
und Prozesse. Schon die Einleitung nimmt Bezug auf die in der Fachli-
teratur sehr prominent vertretene Ra¨uber-Beute-Beziehung zwischen
Luchsen und Hasen. Es wird kurz darauf eingegangen, was ein mathe-
matisches Modell ausmacht und was es in der Regel zu leisten fa¨hig ist.
Ein Fokus liegt auch auf der Darstellung dynamischer Prozesse mittels
Ursache-Wirkungs-Diagrammen, ein Beipiel bescha¨ftigt sich in diesem
Zusammenhang mit dem Bevo¨lkerungswachstum. Im Abschnitt Diffe-
renzengleichungen 1. Ordnung mit einer Variablen wird ein Beispiel
zum Nikotinabbau im Blut durchgearbeitet, Zeit- und Phasendiagram-
me werden zur Darstellung verwendet und das Langzeitverhalten des
Systems wird analysiert. Im Aufgabenteil finden sich zuerst einige Auf-
gaben, die vo¨llig auf einen außermathematischen Kontext verzichten
(Aufgaben 793-808), wa¨hrend es im nachfolgenden Teil sehr viele bio-
mathematische Aufgaben gibt (ein Großteil der Aufgaben 809-829).
Dabei geht es etwa um die Gewichtsabnahme bei Tieren, das Keim-
wachstum in Milch, die Ausbreitung von Krankheiten, das Holzwachs-
tum sowie um das Wachstum von Tierpopulationen (Vogel, Wal, Fisch).
Im na¨chsten Abschnitt Komplexere Prozesse, Systeme von Differenzen-
gleichungen gibt es zwei Aufgaben zum Populationswachstum unter
Beru¨cksichtigung der Altersstruktur (Aufgaben 839, 840). Im Ausblick
auf der Seite 235 wird das Verhulst-Modell anhand eines Populations-
wachstums beschrieben.
8. Klasse: Das Kapitel Einfache Differentialgleichungen ist mit zwei Seiten
knapp gehalten, die Aufgabenkontexte stammen ausschließlich aus der
Physik (S. 39, 40).
Mathematik verstehen
5. Klasse: Es finden sich keine biomathematischen Inhalte.
6. Klasse: Einen wahren Fundus an biomathematischen Aufgaben entdeckt
man hingegen in diesem Band. Im Kapitel Reelle Funktionen gibt es
eine Aufgabe, in der die A¨nderungsrate bzw. der A¨nderungsfaktor ei-
ner Bevo¨lkerung aus gegebenen Daten zu berechnen sind. Das Kapitel
Exponential- und Logarithmusfunktion wird mit zwei Beispielen zum
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Bakterienwachstum eingeleitet. Alleine in den Abschnitten Exponen-
tialfunktion und Anwendungen von Exponentialfunktionen gibt es 20
Aufgaben mit biomathematischem Hintergrund (Bevo¨lkerungswachs-
tum, Ausbreitung von Krankheiten und Geru¨chten, Wachstum von
Seerosen, Ba¨umen, Bakterien, Abbau von Umweltgiften usw.). Die Ein-
leitung des Kapitels Rekursive Darstellung von Exponentialfunktionen
bescha¨ftigt sich mit der Vergro¨ßerung des Algenbelags auf einem See,
es folgen aber keine weiteren Aufgaben aus der Biomathematik. Um
die Ausbreitung einer Grippe und das Wachstum einer Bevo¨lkerung
geht es dann in Aufgaben zum Abschnitt Exponentialgleichungen. Es
folgt außerdem ein Abschnitt zum logistischen Wachstum (diskret und
kontinuierlich), der sich in drei Beispielen (4.99, 4.100, 4.105) und sechs
Aufgaben (4.101 - 4.104, 4.106, 4.107) mit beschra¨nktem Bevo¨lkerungs-
und Bakterienwachstum sowie mit der Ausbreitung einer Grippeinfekti-
on auseinandersetzt. Im Kapitel Folgen wird auch in dieser Schulbuch-
reihe die rekursive Darstellung von Folgen anhand der Kaninchenver-
mehrung nach Fibonacci eingeleitet. Es gibt allerdings keine weiteren
biomathematischen Aufgaben dazu.
7. Klasse: Es finden sich keine biomathematischen Inhalte.
8. Klasse: Das Kapitel Differenzen- und Differentialgleichungen wird mit
einem Beispiel zum exponentiellen Bevo¨lkerungswachstum eingeleitet.
Zusa¨tzlich gibt es eine Aufgabe zum Bakterienwachstum (7.04) und
eine Aufgabe zum kontinuierlichen logistischen Wachstum einer Popu-
lation (7.08). Es folgt ein eigenes Kapitel Vernetzte Systeme und deren
Entwicklung, in dem ausfu¨hrlich auf Ursache-Wirkung-Diagramme und
Flussdiagramme eingegangen wird. Eine Aufgabe befasst sich dabei
mit dem Wasserkreislauf in der Erdatmospha¨re (8.07). Die Flussdia-
gramme finden dann auch noch in den Abschnitten Modelle der Popu-
lationsentwicklung und Ra¨uber-Beute-Modelle Anwendung. Es werden
unterschiedliche Beispiele zum Bevo¨lkerungswachstum, etwa zum unbe-
schra¨nkten exponentiellen und zum beschra¨nkten Wachstum sowie zum
Wachstum bei Selbstvergiftung pra¨sentiert und teilweise vorgerechnet.
Leider gibt es zwar zum Abschnitt Modelle der Populationsentwicklung
nur zwei Aufgaben (8.15, 8.16), darin wird aber dezidiert der Einsatz
des Computers zur Simulation einer Bevo¨lkerungsentwicklung gefor-
dert. Ebenso im Abschnitt Ra¨uber-Beute-Modelle, zu dem es insgesamt
fu¨nf Aufgaben gibt (8.17 - 8.21), die sich mit der Langzeitentwicklung
von diskreten Ra¨uber-Beute-Systemen bescha¨ftigen.
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4.3 Didaktisches Potenzial der Biomathema-
tik
Was ist guter Unterricht? Diese Frage bescha¨ftigt nun schon viele Genera-
tionen von Menschen. In der Fu¨lle der Vorschla¨ge, die im Laufe der Zeit
gemacht wurden, gilt es nun, sich zurechtzufinden und seinen eigenen Weg
als Lehrer zu gehen. Lehrpla¨ne und die Bildungspolitik unterliegen oftmals so
genannten Wellen, die vielfach den derzeitigen Bedu¨rfnissen und Zielen der
zugrundeliegenden Gesellschaft entwachsen. Hier ko¨nnen in den letzten 50
Jahren etwa die Gesamtschulidee, die Lernzielidee, die Neue Mathematik der
1960er Jahre, der Einsatz des Computers im Unterricht, oder die Bildungs-
standards genannt werden8. Keine dieser Wellen kann fu¨r sich beanspruchen,
das alleinige Fundament fu¨r guten Unterricht zu bieten9. Sie alle ko¨nnen da-
her nicht als alleinige Lo¨sung aller Bildungsfragen und schon gar nicht als
Antwort auf die oben gestellte Frage herangezogen werden.
BLUM und LEIß10 indes geben m. E. einen umfassenden und vor allem zeit-
losen Katalog von Qualita¨tskriterien fu¨r den Mathematikunterricht an:
1. Fachlich gehaltvolle Unterrichtsgestaltung
• Vielfa¨ltige Gelegenheiten zum Kompetenzerwerb
• Vielfa¨ltige Vernetzungen
2. Kognitive Aktivierung der Schu¨lerinnen und Schu¨ler
• Stimulation gu¨nstiger Eigenaktivita¨ten
• Stimulationen von Reflexionen
3. Effektive und schu¨lerorientierte Unterrichtsfu¨hrung
• Fo¨rderung der Selbststa¨ndigkeit wie auch der Kommunikation
• Individuell angepasste Interventionen
• Fehleroffenes Lernklima mit Trennung Lernen/Beurteilen
• Klare Strukturierung und effektive Zeitnutzung durch Sto¨rungs-
pra¨vention
8Vgl. dazu GO¨TZ und REICHEL 2005, S. 282.
9Das Scheitern der neuen Mathematik mit ihrem strengen Formalismus musste bereits
eingestanden werden.
10BLUM und LEIß 2005, S. 21
105
Es bleibt bei dieser Aufza¨hlung genu¨gend Freiraum fu¨r Interpretationen, sub-
jektive Auslegungen und fu¨r individuelles Lehrverhalten. Und doch birgt sie
eine gewisse Dringlichkeit und Verbindlichkeit.
Dieses Kapitel bescha¨ftigt sich nun mit der Frage, welche methodischen und
didaktischen Mo¨glichkeiten dem Gebiet der Biomathematik im Hinblick auf
den Schulunterricht im Lichte des obigen Kataloges innewohnen. Es wird da-
bei auf verschiedene Aspekte eingegangen, nicht zuletzt, um der Forderung
FISCHERs11:
”
Es wird Aufgabe jeder Fachdidaktik sein, fu¨r die jeweilige
Wissenschaft ein einheitliches Bild zu entwerfen, das mo¨glichst allen Facet-
ten Rechnung tra¨gt [...]“ gerecht zu werden.
4.3.1 Tabellenkalkulationen
Das wohl naheliegendste und wichtigste Werkzeug zur Darstellung und Imple-
mentierung diskreter dynamischer Prozesse ist die Tabellenkalkulation (TK).
Ein Datenblatt (spreadsheet) einer TK besteht dabei aus einer Matrix von
Zellen, deren jeweilige Position in der Matrix durch eine Buchstaben-Ziffern-
Kombination angegeben werden kann. So bedeutet in Excel12 die Bezeich-
nung A1 die Zelle links oben, wa¨hrend beispielsweise C4 die Zelle in der
dritten Spalte und vierten Zeile meint.
Der Inhalt einer Zelle kann entweder ein Text, eine Zahl in unterschiedli-
chen Formatierungen oder eine Formel sein. Es gibt meist auch die Mo¨glich-
keit, schon im Programm implementierte Funktionen13 zu verwenden. Zahlen
ko¨nnen in den Zellen auf beliebig viele Stellen gerundet angegeben werden,
was natu¨rlich bei der ganzzahligen Ausgabe etwa von Populationszahlen sehr
praktisch ist.
”
Die wichtigste Programmeigenschaft von Tabellenkalkulationen ist aber,
11FISCHER 1976, S. 185
12Das ist die TK der Firma Microsoft.
13Dabei gibt es eine reichhaltige Auswahl an mathematischen, statistischen und logi-
schen Funktionen.
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dass die einzelnen Felder des Datenblattes miteinander
”
kommunizieren“
ko¨nnen, d. h. man kann in einem Feld auf die Inhalte von anderen Feldern
zugreifen.“14 Das ermo¨glicht natu¨rlich auch Rechenoperationen mit den In-
halten der einzelnen Zellen, deren Ergebnis in einer weiteren Zelle verwendet
wird. Bei jeder Vera¨nderung der Inhalte der verwendeten Zellen a¨ndert sich
automatisch das Ergebnis in der betrachteten Zelle mit.
Gerade der iterative Charakter diskreter dynamischer Prozesse la¨sst sich auf
recht einfache Weise in TK anschaulich und begreifbar machen. Umgekehrt
ist das ThemaWachstumsprozesse oft (wenn u¨berhaupt) das einzige, bei dem
Schu¨ler im Mathematikunterricht mit TK arbeiten. Es gibt deshalb auch nur
wenig didaktische Literatur zum Einsatz von TK im Mathematikunterricht15.
Als gute Grundlage kann allerdings auf einen Aufsatz von WEIGAND16 so-
wie die anderen Artikel im selben Heft verwiesen werden.
Bei der Bearbeitung diskreter dynamischer Prozesse treten in ganz natu¨rli-
cher Weise Schwierigkeiten mit dem ha¨ndischen Rechenaufwand auf, die sich
mit Hilfe von TK ganz einfach bewa¨ltigen lassen. Es ko¨nnen dabei Sta¨rken
dieser in der Regel sehr leicht bedienbaren Programme ausgenutzt werden.
Das Eingeben von Daten in Zellen, das Verknu¨pfen von Zellen durch Formeln
und das U¨bertragen dieser Formeln auf andere Zellen spielen dabei eine zen-
trale Rolle. Auch die grafische Darstellung von Daten einer Tabelle la¨sst sich
mit einigen wenigen Schritten ausfu¨hren.
Meist bringen Schu¨ler schon genug Erfahrung mit TK in den Unterricht mit,
und auch Lehrer sind mit dem Umgang ohnehin vertraut. Das stellt natu¨rlich
einen weiteren Vorteil dieses Werkzeuges dar.
Ein Beispiel
Die einfache Handhabung von TK soll am Beispiel von Excel demonstriert
werden, da dies wohl die ga¨ngigste Software seiner Art an o¨sterreichischen
Schulen ist. Es gibt allerdings eine Fu¨lle von weiteren TK, die fu¨r diesen
Zweck im selben Maße nu¨tzlich wa¨ren.
Wir betrachten das diskrete Lotka-Volterra-Modell:
Ht+1 = 1, 05 ·Ht − 0, 002 ·Ht · Lt
Lt+1 = 0, 94 · Lt + 0, 001 ·Ht · Lt
Ht bezeichnet die Gro¨ße der Hasenpopulation und Lt die Gro¨ße der Luchs-
population. Die Startwerte legen wir mit H0 = 100 und L0 = 30 fest. Nach
14REICHEL 1993, S. 86
15vgl. LECHNER 2002, S. 96
16WEIGAND 2001, S. 16-27
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dem Eintragen dieser Startwerte H0 und L0 in die Zellen B2 und C2 sowie
der Rekursionen in die Zellen B3 bzw. C3 sieht das Datenblatt so aus:
Selbstversta¨ndlich ist dabei zuerst ein wenig Syntax zu erlernen, etwa wie
Formeln korrekt in die Zellen einzugeben sind. Allerdings bereitet das selbst
Schu¨lern der Sekundarstufe I aus eigener Erfahrung kaum Schwierigkeiten.
Die Formeln lassen sich nun durch
”
Hinunterziehen“ in die darunterliegenden
Zellen u¨bertragen. Dadurch werden die iterativen Berechnungen der Hasen-
und Luchszahlen automatisch ausgefu¨hrt, man erspart sich also das ha¨ndische
Eingeben.
TK ero¨ffnen außerdem eine neue, sehr wesentliche und wertvolle Mo¨glich-
keit. WITTMANN17 spricht von einer
”
nahezu grenzenlosen Verfu¨gbarkeit
von Diagrammen und Graphen“, welche dadurch natu¨rlich vehement an Be-
deutung im Mathematikunterricht gewinnen ko¨nnen. Alle verfu¨gbaren TK
ko¨nnen na¨mlich die eingegebenen Daten auf vielfa¨ltige Weise grafisch dar-
stellen. In Excel hilft der Diagrammassistent dabei, etwa die Zeitdiagramme





























Selbstversta¨ndlich ko¨nnen TK in der Schulmathematik nicht nur zur Bear-
beitung diskreter dynamischer Prozesse eingesetzt werden, sondern auch in
sehr vielen anderen Bereichen, wie etwa in der Statistik, bei Funktionen oder
in der Geometrie.
NEUWIRTH und ARGANBRIGHT18 ra¨umen der TK sogar eine Sonderstel-
lung unter allen Computerprogrammen ein, indem sie formulieren:
”
Spreads-
heets are similar to bicycles, while most other numerical programs are like
cars. With spreadsheets, you can solve problems of reasonable complexity
and size. You have to set up the model yourself, and while you are creating
it you come to understand all the details of the modelling process.“
WEIGAND19 sieht vor allem drei wesentliche Eigenschaften von TK, die es
im Schulunterricht zu nutzen gilt: die interaktive Zellverknu¨pfung, das Ko-
pieren von Formeln sowie das Verwenden von logischen Verknu¨pfungen. Er
18NEUWIRTH und ARGANBRIGHT 2004, Prologue
19siehe WEIGAND 2001
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erkennt im Einsatz des Computers im Unterricht neben dem praktischen
Nutzen ein großes didaktisches Potenzial:
”
Medien und Werkzeuge werden
im Mathematikunterricht zum einen eingesetzt, um Berechnungen effizien-
ter durchzufu¨hren und Problemlo¨sungen einfacher zu erhalten, zum anderen
und vor allem aber um das Versta¨ndnis mathematischer Begriffe und Regeln
zu fo¨rdern und den Lernprozess typischer Arbeitsweisen wie Problemlo¨sen,
Beweisen und Argumentieren zu unterstu¨tzen“.
Dazu bieten sich TK im Besonderen an, wie die folgende Zusammenschau
der wichtigsten und didaktisch wertvollsten Mo¨glichkeiten von TK zeigt:
Rekursionen verstehen
Bei Rekursionsformeln geht es darum, Schritt fu¨r Schritt weiterzugehen, aus
bekannten Werten neue zu berechnen. Oft interessiert man sich dabei fu¨r vie-
le tausende Folgenglieder, um das Langzeitverhalten des Systems beobachten
zu ko¨nnen. Doch wann nimmt man sich schon die Zeit, wirklich schrittweise
alle diese Folgenglieder zu berechnen – vor allem dann, wenn man ersatzwei-
se auch ein explizites Bildungsgesetz zur Hand hat? Nun hat man aber mit
TK die Gelegenheit, in das Wesen einer Rekursion fo¨rmlich einzutauchen, sie
wirklich durchzufu¨hren und dabei das Wesentliche nicht aus den Augen zu
verlieren. Das haptisch gepra¨gte Hinunterziehen der Rekursionsformel ver-
deutlicht außerdem, dass man beliebig viele Folgenglieder berechnen kann,
ohne weitere kognitive Fa¨higkeiten einsetzen zu mu¨ssen. NEUWIRTH20 for-
muliert in sehr einfachen aber treffenden Worten:
”
In einer Tabellenkalku-
lation wird [...] klar, dass Rekursion eine Berechnungsmethode ist, die auf
”
die Zelle daru¨ber“ [...] Bezug nimmt. Durch diese graphische Repra¨sentati-
on der Abha¨ngigkeitsstruktur kann Rekursion wesentlich leichter zuga¨nglich
gemacht werden.“
Variablenbelegung
TK bieten eine gute Visualisierungsmo¨glichkeit des Unterschiedes zwischen
Variablennamen und Variablenwert. Jede Zelle am Datenblatt ist eindeutig
mit einem Namen identifizierbar (z. B. C1), der Wert in der entsprechenden
Zelle gibt den derzeitigen Wert der Variable an. Auch das Operieren mit
Variablen kann veranschaulicht werden. Dazu dienen die Zuordnungspfeile21,
durch die das funktionale Denken unterstu¨tzt wird.
20NEUWIRTH 2001, S. 52
21Diese sind in Excel unter Extras > Formelu¨berwachung aufrufbar.
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Darstellungsebenen
Das direkte Nebeneinander dreier Darstellungsebenen ermo¨glicht paralleles
Sehen, der Transfer von einer auf die anderen beiden Ebenen wird erleichtert.
Formeln ko¨nnen in die Zellen eingegeben und auch in der Bearbeitungsleiste
oberhalb des Datenblatts angezeigt werden, wenn die Zelle aktiv ist (symbo-
lische Ebene). Das Ergebnis einer Formel wird in der entsprechenden Zelle
angezeigt (numerische Ebene). Zu dieser Ebene geho¨rt natu¨rlich auch selbst
eingegebenes, also nicht berechnetes Datenmaterial. Daten ko¨nnen wie schon
erwa¨hnt auf vielfa¨ltige Weise in TK dargestellt werden (grafische Ebene),
dazu geho¨ren Punktdiagramme, Histogramme, Oberfla¨chendiagramme und
viele mehr. Wird an den Daten oder Formeln etwas vera¨ndert, so a¨ndern sich
automatisch die anderen Darstellungen mit.
Bewegt man den Cursor auf einen Datenpunkt im Diagramm, so erscheint
der zugeho¨rige Wert – eine weitere Vernetzung zwischen den Ebenen.
Diagramme
Das Arbeiten mit Diagrammen in TK fo¨rdert auch den im ta¨glichen Le-
ben so wertvollen und unabdingbaren kritischen Umgang mit Diagrammen
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im Allgemeinen. Innerhalb ku¨rzester Zeit ko¨nnen Daten grafisch veranschau-
licht, u¨bliche bewusste Irrefu¨hrungen (z. B. Strecken oder Stauchen von Ach-
sen, Abschneiden von Achsen, Skalierungen) besprochen und unterschiedliche
Darstellungen derselben Daten verglichen werden. Das wa¨re natu¨rlich mit
Papier, Lineal und Bleistift ein sehr mu¨hseliges Unterfangen. Außerdem hat
man durch die Fu¨lle an unterschiedlichen Diagrammtypen auch die Chance
zu entscheiden, mit welcher dieser Mo¨glichkeiten der vorliegende Sachverhalt
besonders gut darstellbar ist und ob es beispielsweise sinnvoll ist, die Daten-
punkte zu verbinden oder sie vielleicht doch in diskreter Form nebeneinander
zu plotten. Und das alles la¨sst sich mit ein paar wenigen Mausklicks erledi-
gen und – was manchmal noch wichtiger ist – auch wieder entfernen oder
korrigieren.
Dynamischer Aspekt
Was passiert, wenn . . . ? Diese Frage la¨sst sich mit Hilfe von TK sehr scho¨n
anschaulich beantworten. Mit wenig Aufwand la¨sst sich ein Schieberegler22
in das Datenblatt einbauen, mit dem man den Wert einer Zelle variieren und
die damit verbundenen Vera¨nderungen sofort mitverfolgen kann. Dazu sind
natu¨rlich noch weitere Kompetenzen notwendig: Man muss etwa bei der Er-
stellung eines Schiebegreglers das Intervall und die Schrittweite angeben. D.
h. man sollte sich vorher Gedanken daru¨ber machen, in welchem Bereich der
betreffende Parameter sinnvollerweise liegen soll und wie fein die Vera¨nde-
rungen mo¨glich sein sollen. Auch hier ru¨ckt wieder der funktionale Aspekt,
die funktionale Abha¨ngigkeit eines Wertes oder sogar mehrerer Werte von
einem vera¨nderbaren Parameter ins Zentrum.
Einblick in die Struktur
Ein ha¨ufiger Nachteil von Computer-Lernprogrammen ist, dass sie quasi als
Black Box verwendet werden. Man dru¨ckt ein Kno¨pfchen und irgendeine
Reaktion wird dadurch hervorgerufen. Was aber passiert, was eigentlich da-
hinter steckt, geht dabei meist unter. Programmiersprachen auf der anderen
Seite erfordern die Kenntnis der Syntax, welche aber nicht von heute auf
morgen erlernt werden kann. TK bieten hier einen wertvollen Mittelweg. Die
Struktur ist sehr klar, die zu erlernende Syntax ha¨lt sich in Grenzen, Berech-
nungen und Abha¨ngigkeiten ko¨nnen mit Hilfe von Zuordnungspfeilen verfolgt




TK ermo¨glichen aufgrund ihres Wesens, ihrer Transparenz eine ganz natu¨rli-
che Art der Differzierung. WITTMANN23 unterscheidet dazu fu¨nf Stufen
mo¨glicher Schu¨leraktivita¨ten:
1. Nutzung vom Lehrer vorgegebener Tabellen und Diagramme
2. Nachvollziehen der Funktionsweise vom Lehrer vorgegebener Tabellen
und Diagramme
3. Vera¨ndern vorgegebener und Erstellen analoger Tabellen und Diagram-
me
4. Erstellen eigener Tabellen und Diagramme zur Lo¨sung aufbereiteter
Probleme
5. Erstellen eigener Tabellen und Diagramme als selbsta¨ndiges Problemlo¨sen
Die Mo¨glichkeiten reichen also z. B. vom einfachen Bedienen und Betrachten
eines vorgefertigten Applets (Black Box), u¨ber das Erkunden und Verstehen
der Struktur und das eventuelle
”
Nachbauen“ des Applets bis hin zur Ent-
wicklung eigener Ideen und Mo¨glichkeiten fu¨r die ada¨quate Darstellung eines
Sachverhaltes. Diese unterschiedlichen Kompetenzen ko¨nnen sowohl aufbau-
end von der 1. bis zur 8. Klasse geschult, als auch innerhalb einer Klasse zur
Differenzierung verwendet werden. Jeder hat die Chance, seine eigene Stu-
fe in dieser Taxonomie zu finden und entsprechend seiner Mo¨glichkeiten auf
unterschiedlichen Niveaus zu arbeiten.
Fu¨lle von Modelltypen
TK eignen sich laut HENNING und KEUNE24 fu¨r die folgenden Typen von
Aufgaben. Man kann mit ihnen Modelle bearbeiten und darstellen,
• bei denen große Datenmengen zum Tragen kommen
• bei denen systematisches Probieren hilfreich ist
• die auf Iteration aufbauen
• die zur Auswertung von Daten dienen, die funktionalen Zusammenha¨ngen
genu¨gen
23WITTMANN 2001, S. 49
24vgl. HENNING und KEUNE 2001, S. 28-37
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Biomathematische Modelle erfu¨llen sehr oft gleich alle vier dieser Voraus-
setzungen. Betrachten wir etwa das Beispiel der Bevo¨lkerungsdynamik mit
mehreren Altersklassen aus Abschnitt 3.3.3. Interessant ist jedenfalls das
Langzeitverhalten eines solchen Systems. Daten u¨ber viele Jahre mu¨ssen ge-
sammelt werden, um daraus ableiten zu ko¨nnen, ob ein entwickeltes Modell
brauchbar ist (große Datenmenge). Um fu¨r dauerhaft stabile Bevo¨lkerungs-
zahlen in den einzelnen Altersklassen sorgen zu ko¨nnen, ist es sehr hilfreich,
die steuerbaren Parameter, wie etwa die Geburtenrate oder eventuelle Mi-
gration, systematisch vera¨ndern zu ko¨nnen (systematisches Probieren). Auf
den Aspekt der Iteration muss wohl nicht mehr genauer eingegangen werden,
das ist ja gerade das Wesen der betrachteten diskreten Modelle. Funktionale
Abha¨ngigkeiten der einzelnen Alterklassen u¨ber die Geburten- bzw. U¨ber-
gangsraten ko¨nnen direkt beobachtet und gesteuert werden. Schieberegler
vereinfachen diese Aktivita¨ten (funktionale Zusammenha¨nge).
Methode der kleinsten Quadrate
TK haben meist auch einen sogenannten Solver eingebaut. Das ist ein Werk-
zeug, das zur Lo¨sung von Optimierungsaufgaben eingesetzt werden kann.
Will man den Wert einer Zelle minimieren oder maximieren, so ruft man
einfach den Solver25 auf, gibt die Zielzelle und die vera¨nderbaren Zellen an
und la¨sst die TK unter eventuellen Nebenbedingungen optimieren.
Im Kontext von Biomathematik bietet sich dieses Werkzeug natu¨rlich zur
Anpassung von mathematischen Modellen an reale Daten an. Die optimalen
Parameter N0 und q fu¨r ein exponentielles Wachstumsmodell Nt+1 = Nt · q
findet man so quasi per Mausklick. Die kognitive Leistung der Schu¨ler be-
steht nun darin, ein geeignetes Verfahren26 bzw. ein geeignetes Modell27 zu
wa¨hlen. Ein gemeinsamer Plot der Daten mit der berechneten Kurve zeigt
das Ergebnis:
25in Excel unter dem Menu¨punkt Extras; muss zusa¨tzlich zur Standardinstallation in-
stalliert werden
26etwa die Methode der kleinsten Quadrate
27hier: exponentielles Wachstum
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4.3.2 Roter Faden Iteration
Das Umgehen mit iterativen Prozessen beginnt im o¨sterreichischen Mathe-
matikunterricht schon in der 3. Klasse und findet in allen folgenden Schulstu-
fen auf unterschiedlichen Niveaus statt. Oftmals ist aber dieser rote Faden
Iteration nicht klar herausgearbeitet, den Schu¨lern und manchmal auch den
Lehrern nicht bewusst. Man beginnt mit der Zinseszinsrechnung, mit expo-
nentiellen Wachstumsprozessen, behandelt spa¨ter etwa die rekursive Darstel-
lung von linearen Funktionen, bearbeitet das Thema Folgen und Grenzwer-
te, iterative Na¨herungsverfahren und beackert schließlich, wenn noch Zeit
bleibt, auch das Feld der Differenzengleichungen. Diese behandelten Themen
stehen ha¨ufig getrennt nebeneinander da, ein gemeinsamer Kontext fehlt.
Das Gebiet der Biomathematik ko¨nnte als sta¨ndiger Begleiter dieses roten
Fadens fungieren, die erlernten Methoden fa¨nden in ihm sinnvolle Anwen-
dung. Damit ko¨nnte auf eine schon 1913 in einer Ansprache gea¨ußerten Kritik
WHITEHEADs28, wonach Schu¨ler ratlos vor einer Unmenge von Einzelhei-
ten stu¨nden, die weder zu großen Ideen noch zu allta¨glichem Denken eine
Beziehung erkennen ließen, reagiert werden. Diese Kritik hat nicht an Ak-
tualita¨t verloren.
28vgl. WHITEHEAD 1962, S. 257-266
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Der Erziehungswissenschafter BRUNER griff nicht zuletzt deshalb diesen
Grundgedanken nach den großen Ideen eines Faches auf und gilt als Be-
gru¨nder eines
”
auf fundamentale Ideen gegru¨ndeten wissenschaftsorientierten
Unterrichts“29. Er fordert, den Schu¨lern
”
ein Versta¨ndnis der Grundstruktur
jeglichen Lehrgegenstandes zu vermitteln“. Bei SCHREIBER30 findet man
statt des Begriffs fundamentale Ideen den Ausdruck universelle Leitideen, zu
denen er in der Mathematik Algorithmus, Approximation, Funktion, Optima-
lita¨t und Charakterisierung za¨hlt. Er unterscheidet sie dabei von den univer-
sellen Begriffsbildungsverfahren, bei denen er die Rekursion, die Abstraktion
und die Idealisierung nennt. Daraus la¨sst sich schon erahnen, welchen Beitrag
diskrete biomathematische Modelle und die mathematische Modellierung auf
unterschiedlichen Niveaus fu¨r das Kennenlernen und das Erlernen neuer Be-
griffe leisten ko¨nnen. Das Idealisieren realer Sachverhalte aus der Biologie
und das U¨bersetzen in die Welt der Mathematik (in unserem Fall in rekursi-
ve Prozesse) sind ja gerade die zentralen Anliegen dieser Arbeit und meines
Erachtens ein probates Mittel, die im Lehrplan geforderten Modellierungs-
kompetenzen zu schulen.
Auch wenn vielfach Kritik an der so genannten Verfru¨hung geu¨bt wird (siehe
etwa WAGENSCHEIN31), scheint mir die Forderung BRUNERs32 im vorlie-
genden Fall berechtigt. Er spricht sich fu¨r fru¨hes Kennenlernen von wichti-
gen Strukturen aus, welche die Mathematik charakterisieren. Konkret meint
er, dass dazu eine Erweiterung von Gewohnheiten geho¨rt (spezifischer U¨ber-
gangstransfer) und nennt als Beispiel:
”
Haben wir erst einmal gelernt, Na¨gel
einzuschlagen, ko¨nnen wir spa¨ter leichter lernen, kleine Stifte einzuha¨mmern
oder Holz abzuspanen“. Außerdem sollen ganz allgemeine Begriffe und Ideen
erlernt werden, die fu¨r spa¨tere Probleme als Basis verwendet werden ko¨nnen
(nichtspezifischer Transfer). Er beruft sich dabei auf die Hypothese:
”
Jedes
Kind kann auf jeder Entwicklungsstufe jeder Lehrgegenstand in einer intel-
lektuell ehrlichen Form erfolgreich gelehrt werden“33.
Ein weiterer Grund fu¨r die Sinnhaftigkeit eines roten Fadens ist fu¨r BRU-
NER, dass Einzelheiten, die in strukturierte Form gebracht worden sind, nicht
so leicht vergessen werden. Die in dieser Arbeit vorgestellten Unterrichtsma-
terialien sind nicht zuletzt deswegen fu¨r Schu¨ler von der 2. bis hinauf zur 8.
Klasse ausgelegt, um der Forderung BRUNERs nach einer Curriculumsspi-
29CLAUS 1995, S. 155
30SCHREIBER 1979, S. 165-171
31siehe WAGENSCHEIN 1965, S. 135
32BRUNER 1970, S. 30
33BRUNER 1970, S. 44
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rale, also dem Immer-wieder-aufgreifen eines mathematischen Begriffes oder
Prinzips auf unterschiedlichen Niveaus gerecht zu werden.
4.3.3 Systemdenken
Kausalita¨t ist fu¨r den Menschen lebensnotwendig. Wir denken von Natur
aus in Ursache-Wirkungs-Zusammenha¨ngen. KANT meint in seiner Kritik
der reinen Vernunft, dass dieser Grundgedanke zur inneren Struktur der Er-
kenntnis geho¨re. Ohne ihn ga¨be es keine Erkenntnis, man ko¨nne die Welt
nicht verstehen. Der Mensch hat sich daran gewo¨hnt, die Ursache der fu¨r
ihn interessanten Wirkungen zu suchen, um die Welt besser in den Griff zu
bekommen. Beispielsweise ist das Treffen eines Tieres mit einem Pfeil die
Ursache fu¨r dessen Tod, was wiederum dem Menschen Nahrung sichert.
Nun laufen Vorga¨nge in der Welt aber nicht so elementar ab, wie im gerade
beschriebenen Beispiel. Oftmals gibt es fu¨r eine Wirkung nicht nur eine, son-
dern eine ganze Reihe von Ursachen. Und auch laufen solche Prozesse nicht
immer linear ab. Die Wirkung kann na¨mlich selbst wieder Einfluss auf ihre ei-
gene Ursache haben, so genannte Ru¨ckkopplungen finden statt. Ein Impuls,
der in das System eingefu¨hrt wird, durchla¨uft das System also nicht ein-
mal linear, sondern induziert eine gewisse Eigendynamik. WINKELMANN34
formuliert:
”
Um in vernetzten Systemen sinnvoll operieren zu ko¨nnen, ist
ein Denken notwendig, das u¨ber lineares Ursache-Wirkungs-Denken hinaus
den System- und Netzcharakter ausdru¨cklich einbezieht.“ Oft wird in Poli-
tik, Wirschaft und Gesellschaft dieser Systemcharakter nicht erkannt oder
zu wenig beachtet. Themen wie Drogenhandel, Terrorismus, Flu¨chtlingspro-
blematik, Klimawandel, Globalisierung, Aufru¨stung uvm. spielen sich in sehr
komplexen Systemen ab. Eine Maßnahme von außen be-wirkt oftmals nicht
nur eine einzige Konsequenz, sondern zieht eine ganze Reihe von Wirkun-
gen nach sich, die wiederum Einfluss auf andere Teile des Systems oder ihre
Ursache selbst nehmen. Die Maßnahme ihrerseits wird Teil des Systems, auf
das sie wirkt.
34WINKELMANN 1992, S. 47
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Die Waffenaufru¨stung eines Landes etwa zieht nach spieltheoretisch rational
getroffenen Entscheidungen35 das Aufru¨sten des befeindeten Landes nach
sich, was wiederum das Aufru¨stungsverhalten des ersten Landes beeinflusst,
usw. Die Umweltwissenschafterin HERGET36 fordert, zumindest ein Bewusst-
sein fu¨r komplexe Zusammenha¨nge in der Welt zu schaffen und kritisiert:
”
Menschen [...] sind gewohnt, in einfachen, kausalen Zusammenha¨ngen zu
denken: Wir konzentrieren uns auf einzelne, fu¨r uns u¨berschaubare Maßnah-
men – die komplexen Wirkungen und Spa¨tfolgen ko¨nnen wir meist nicht
u¨berblicken.“ Dabei sieht sie in der Komplexita¨t mathematischer Modelle
nicht unbedingt die Gefahr der U¨berforderung der Lernenden, sondern viel-
mehr eine Herausforderung, solange die Handlungsfa¨higkeit im Modell er-
halten bleibt. So solle z. B. zumindest die numerische Lo¨sbarkeit mo¨glich
bleiben. Es sei Aufgabe des Lehrers, wa¨hrend des Modellierungsprozesses
darauf zu achten. Auch KLAFKI37 fordert, dass im Unterricht das Erwerben
von Schlu¨sselqualifikationen im Zentrum stehen soll und dass Schlu¨sselpro-
bleme, wie die Umweltfrage, die Friedensproblematik und das Verha¨ltnis der
Kulturen, Geschlechter und Generationen zueinander in realistischer Weise
thematisiert werden.
”
Wenn die Schule sich an der Wirklichkeit orientieren
soll, wenn sie eine lebenswerte und lebbare Zukunft mit ermo¨glichen soll, so
muss sie sich auch mit der Komplexita¨t der Wirklichkeit auseinandersetzen.“
Ein wundervolles Beispiel aus der Biomathematik, bei dem Systemdenken
notwendig ist, sind Ra¨uber-Beute-Beziehungen. Die Jagd der Ra¨uber dezi-
miert die Zahl der Beutetiere. Nun hat aber auch das allma¨hliche Aussterben
der Beutetiere Einfluss auf die Jagd der Ra¨uber – sie wird viel schwieri-
ger sein und manchmal auch erfolglos enden. Was wiederum die Anzahl der
35vgl. ABLEITINGER und HAUER-TYPPELT 2008
36HERGET 2003, S. 4
37KLAFKI 1996, S. 8
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Ra¨uber senkt und das Wachstum der Beutetierpopulation fo¨rdert usw. Erst
dieses systemische Denken hat die Erkenntnis ermo¨glicht, dass es dadurch
zu Schwankungen in Tierpopulationen kommen kann. Davor hat man ver-
geblich versucht, diese Oszillationen durch a¨ußere Ursachen zu beschreiben
(klimatische Vera¨nderungen, Sonnenfleckenschwankungen, usw.).
Und das ist erst der Anfang. Natu¨rliche Systeme bestehen na¨mlich nicht nur
aus zwei Spezies, die konkurrieren, symbiotisch leben oder in einem Ra¨uber-
Beute-Verha¨ltnis zueinander stehen. Viele andere Einflu¨sse wirken auf das
System ein oder besser gesagt: sind Teil des Systems. Das erste Struktuieren
einer Nahrungskette hat bei einer Schu¨lergruppe von 16-18-ja¨hrigen folgendes
Bild ergeben, das schon einen kleinen Einblick in die Komplexita¨t natu¨rlicher
Systeme gibt:
WINKELMANN38 bemerkt noch einen weiteren essentiellen Gesichtspunkt
dynamischer Systeme. Er spricht die Kombination analytischer, qualitativer
und numerischer Methoden an, die zwar in vielen anwendungsorientierten
Gebieten der Fachwissenschaft zum ta¨glichen Usus geho¨re, jedoch im Schul-
unterricht selten vermittelt wu¨rde. Hier biete sich eine Chance fu¨r dyna-
mische Systeme mit Differentialgleichungen aufgrund ihrer besonderen Na-
tur. Wir ko¨nnen diese Chance m. E. auch auf diskrete dynamische Systeme
38siehe WINKELMANN 1992
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ausweiten. Das Aufstellen der Rekursionen eines Differenzengleichungssys-
tems erfordert im Grunde genommen dieselbe Denkleistung wie das Aufstel-
len von Differentialgleichungssystemen. Nachdem analytische Lo¨sungen nur
ho¨chst selten gefunden werden ko¨nnen, bieten Differenzengleichungen ohne-
hin den einzigen gangbarenWeg, na¨mlich numerische Berechnungen anzustel-
len. Selbstversta¨ndlich kann es passieren, dass die Diskretisierung qualitativ
andere Lo¨sungskurven liefert als das kontinuierliche Differentialgleichungs-
modell. Beispielsweise wa¨chst die Amplitude der Schwingungen im diskreten
Ra¨uber-Beute-Modell, wa¨hrend sie im kontinuierlichen Fall konstant bleibt.
Andererseits bietet sich hier ein Anlass, die Exaktheit numerischer Methoden
zum Thema im Schulunterricht der Sekundarstufe II zu machen. Zur quali-
tativen Analyse geho¨rt natu¨rlich auch, dass man beispielsweise beim logisti-
schen Wachstum nicht nur darauf vertraut, dass die numerischen Lo¨sungen
immer zur Kapazita¨tsgrenze K streben – egal wo man startet – sondern dass
man diesen Sachverhalt auch durch die Terme der Rekursion erkla¨ren kann.
Der Begriff Systemdenken ist ein sehr unterschiedlich verwendeter und meist
nur vage formulierter. Auch der Wikipedia-Artikel39 zu diesem Begriff listet
eine Vielzahl an typischen Eigenschaften des Systemdenkens auf. Pra¨gnant
definiert VESTER40 den Begriff. Systematisch denke, wer natu¨rliche, sozia-
le, psychische und technische Strukturen und Prozesse nicht in verschiede-
ne, voneinander getrennte Kausalketten zergliedert, sondern als Gefu¨ge einer
Vielzahl miteinander verknu¨pfter, in Wechselwirkung stehender Komponen-
ten begreift.
Der Mathematikunterricht kann nun dabei helfen, aus dem von KANT be-
schriebenen Dilemma, na¨mlich dem evolutiona¨r bedingten Ursache-Wirkungs-
Denken, herauszukommen und das vernetzte Denken zu schulen. Klarerweise
ist das seit der Erfindung des Computers viel einfacher geworden. Szenarien
der Bevo¨lkerungsentwicklung oder der Epidemiologie ko¨nnen simuliert wer-
den, man muss nicht viele Jahre auf die Auswirkungen eines Fehlers warten,
um ihn korrigieren zu ko¨nnen. Mathematische Modelle und die zugeho¨rigen
Computersimulationen sind zwar immer nur Abbild der Wirklichkeit, ko¨nnen
aber durchaus Irrwege von vornherein aufzeigen, die man ohne sie erst viel
spa¨ter an ihren Folgen erkannt ha¨tte.41 DO¨RNER42 zieht daraus sinngema¨ß
die pa¨dagogischen Konsequenzen, dass man im Unterricht mo¨glichst viele
vernetzte Systeme vorstellen, erkunden und diskutieren solle, Verhaltensmus-
39siehe Internet: http://de.wikipedia.org/wiki/Systemdenken, link vom 05.09.2007
40vgl. VESTER 1983
41Das war u¨brigens auch die Absicht des 1960 entwickeltenMIT Beer Distribution Game,
das mittlerweile zu einem Klassiker in der Managementausbildung geworden ist.
42DO¨RNER 1989
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ter komplexer Systeme benennen und beschreiben und die Kooperation mit
anderen Fa¨chern anstreben solle.
4.3.4 Darstellungsformen
Diskrete dynamische Systeme zeichnen sich unter anderem auch durch die
Mo¨glichkeit aus, sie auf viele verschiedene Arten darstellen zu ko¨nnen. Da-
zu geho¨ren schematische Darstellungen, die algebraische Darstellung mittels
Rekursionsformel, Vektoren und Tabellen sowie Zeit- und Phasendiagramme.
Dieser Abschnitt wird sich mit dem didaktischen Potenzial dieser Darstel-
lungsformen bescha¨ftigen.
Schematische Darstellungen
Steht man vor dem Problem, einen komplexen Sachverhalt strukturieren zu
wollen, so beginnt man ganz automatisch damit, die Situation grafisch zu
veranschaulichen. Vor allem dann, wenn die Zusammenha¨nge nicht linear,
also in einer Ursache-Wirkungs-Kette dargestellt werden ko¨nnen, wie das
etwa bei einer linearen Nahrungskette der Fall wa¨re. Aber selbst hier hilft
ein Diagramm dabei, den U¨berblick zu bewahren:
La¨sst man auch Verzweigungen zu, wie das Schu¨ler der 10.-12. Schulstufe
auf der Summer School 2007 unseres Institutes gemacht haben, dann entste-
hen ohne Aufforderung solche schematischen Darstellungen wie im Abschnitt
4.3.3 zu sehen. Und auch einem selbst liegt nichts na¨her, als eine schemati-
sche Darstellung als ersten Schritt zu skizzieren. Das folgende Diagramm ist





Die Kreise stellen dabei disjunkte Teilmengen der Gesamtbevo¨lkerung dar,
Pfeile bezeichnen mo¨gliche U¨berga¨nge zwischen den Personengruppen. In der
didaktischen Literatur und in Schulbu¨chern findet man zu diesem Thema die
Begriffe Flussdiagramm43 und Ursache-Wirkungsdiagramm44. Selbst wenn in
solchen Darstellungen großes didaktisches Potenzial steckt, wie OSSIMITZ
zeigt, und auch der mathematische Gehalt teilweise sehr hoch ist45, soll in
dieser Arbeit darauf nicht allzu großer Wert gelegt werden. Es wird viel-
mehr dafu¨r eine Lanze gebrochen, dass Lehrer ihre Schu¨ler dazu anhalten
sollen, Sachverhalte in geeigenter Form u¨bersichtlich darzustellen, bevor sie
sich daran machen, Rekursionen aufzustellen oder gar den Computer zu Hilfe
nehmen, wenn dieser noch gar nicht wirklich helfen kann. Was also bei a¨lte-
ren, begabten Schu¨lern oder bei uns selbst ganz automatisch passiert, soll
auch schon bei Schu¨lern der Unterstufe forciert werden und auf diese Weise
fixer Bestandteil im Methodenrepertoire jedes Schu¨lers werden.
Rekursionsformel
Die in der schematischen Darstellung gewonnenen Einsichten in die Zusam-
menha¨nge der betrachteten Gro¨ßen mu¨ssen als na¨chstes in mathematische
Form gegossen werden. Die Darstellung mittels einer oder mehrerer Re-
kursionsformeln bietet sich an. Schrittweise kann jedes Detail, jede einzelne
Abha¨ngigkeit, jeder Pfeil und jede Gro¨ße nacheinander dem Modell hinzu-
gefu¨gt werden. Der U¨berblick, den man sich vorher verschafft hat, garantiert
nun, dass auch im mathematischen Modell, in der formalen Beschreibung
nichts vergessen wird.
43siehe etwa OSSIMITZ 2003
44z. B. GO¨TZ und REICHEL 2004, S. 215
45Es werden beispielsweise Fluss- und Bestandsgro¨ßen unterschieden, positive und ne-
gative Ru¨ckkopplungen thematisiert, usw.
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Dieser U¨bersetzungsprozess setzt natu¨rlich bei komplexen Zusammenha¨ngen
Vorwissen etwa u¨ber elementare Wachstumsprozesse oder u¨ber einfache In-
teraktionsmodelle voraus.
Vektoren und Tabellen
Definiert man Vektoren ganz algebraisch als mehrdimensionale Rechenzah-
len, genauer gesagt als geordnete Zahlentupel46, so bietet sich fu¨r das Thema
Vektoren im Schulunterricht ein breites Anwendungsfeld, das bei der Defini-
tion als A¨quivalenzklasse von Pfeilen verschlossen bleibt. Eine dieser Anwen-
dungen sind die Zahlenpaare, -tripel bzw. -tupel (t, At, Bt, . . .) bei diskreten
dynamischen Prozessen. Mit diesen Vektoren kann man natu¨rlich auch rech-
nen: Fu¨hrt man etwa die Subtraktion (t2, At2 , Bt2 , . . .)−(t1, At1 , Bt1 , . . .) aus,
so erha¨lt man neuerlich einen Vektor, der angibt, wie sich die Gro¨ßen A,B, . . .
im Zeitraum von t1 bis t2 vera¨ndert haben.
Schreibt man alle diese Vektoren (t, At, Bt, . . .) untereinander, so gelangt man
zur Darstellung in einer Tabelle. Sie ermo¨glicht, die Daten u¨bersichtlich zu
strukturieren und erleichtert auf diese Weise, Vergleiche unterschiedlicher
Zeitpunkte bzw. auch unterschiedlicher Gro¨ßen zum selben Zeitpunkt anzu-
stellen.
Zeit- und Phasendiagramme
Die Schritt fu¨r Schritt berechneten und in einer Tabelle festgehaltenen Da-
ten vermitteln fu¨r den ungeschulten Blick noch recht wenig Einsicht in das
Langzeitverhalten des Systems. Auch die in der schematischen Darstellung
aufgezeichneten Abha¨ngigkeiten sind nun durch eine Unmenge an Zahlen-
werten versteckt und nicht mehr auf einen Blick ersichtlich. Dem kann man
durch die Darstellung in einem Zeit- oder Phasendiagramm Abhilfe verschaf-
fen. Zusa¨tzlich gewinnt man damit Einsichten, wie sich die oben genannten
Abha¨ngigkeiten auf Dauer auf die betrachteten Gro¨ßen auswirken, welche
der Spezies sich vielleicht durchsetzen und welche aussterben werden.
4.3.5 Beweisbedu¨rftigkeit
Beweisen, Begru¨nden, Argumentieren und Erkla¨ren sind typisch mathemati-
sche Ta¨tigkeiten. Man sollte meinen, dass diese Ta¨tigkeiten im Schulunter-
richt eine zentrale Rolle einnehmen. Leider sieht die Realita¨t vielfach anders
aus. GO¨TZ und SATTLBERGER47 meinen dazu:
”
In Lernsituationen werden
46Das machen z. B. MALLE et. al. 2004 in ihrer Schulbuchreihe Mathematik verstehen.
47GO¨TZ und SATTLBERGER 2007, S. 103
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[...] von den Schu¨ler/innen meist nicht eigensta¨ndige Erkla¨rungen gefordert,
in Pru¨fungssituationen sehr wohl.“ und sprechen damit ein sehr tief liegen-
des Problem des Mathematikunterrichtes an. MALLE48 nennt einen Grund
fu¨r das spa¨rliche Vorkommen von Beweisen im Unterricht:
”
Eine wesentli-
che Ursache ist darin zu suchen, dass falsche und zu grobe Vorstellungen
u¨ber das Beweisen und damit zusammenha¨ngende Begriffe (z. B. Exaktheit)
bestehen.“ Er spricht dabei sinngema¨ß an, dass Lehrende von der Exakt-
heit der Beweise an der Universita¨t so verblendet seien, dass sie meinten,
Beweise wa¨ren fu¨r die Schule zu schwierig und ha¨tten daher dort nichts zu
suchen. MALLE pla¨diert hingegen gegen eine Schwarz-Weiß-Malerei, statt-
dessen solle auf eine breite Palette von unterschiedlichen Exaktheitsniveaus
beim Begru¨nden zuru¨ckgegriffen werden. BLUM und KIRSCH49 unterstu¨tzen
diesen Gedanken, indem sie auch fu¨r versta¨rktes pra¨formales Beweisen im
Schulunterricht eintreten. Dadurch kann ihrer Ansicht nach die inhaltliche
Bedeutung mathematischer Sachverhalte aufgedeckt werden. MALLE50 sieht
in diesem Zusammenhang bis zur 8. Schulstufe die U¨berzeugungsfunktion (im
Gegensatz zur Zusammenhang stiftenden Funktion) des Begru¨ndens im Vor-
dergrund, erst ab der 9. Schulstufe sollen die Schu¨ler versta¨rkt anhand von
klar vorgegebenen Argumentationsbasen argumentieren. Er meint weiter51:
”
Begru¨nden sollte fu¨r die Schu¨lerinnen und Schu¨ler ein Alltagsgescha¨ft wer-
den, so wie etwa das u¨bliche Aufgabenlo¨sen im Unterricht.“ Dazu mu¨ssen
Schu¨ler in Gespra¨chssituationen verwickelt werden, mu¨ssen wechselseitig ar-
gumentieren, nachfragen und antworten lernen. Das kann durch Partner- und
Gruppenarbeit meiner Meinung nach sehr gefo¨rdert werden, was das Erstel-
len der Unterrichtsmaterialien52 natu¨rlich beeinflusst hat.
Eigensta¨ndige Erkla¨rungen zu finden bedarf Zeit, es muss eine Kultur des
Beweisens im Unterricht entstehen, die sehr viel Engagement erfordert. Das
alleinige Abpru¨fen der im Unterricht vorgestellten Begru¨ndungen ist fu¨r das
tiefe Versta¨ndnis des Lerninhaltes wohl nicht ausreichend.
Erkla¨ren und Begru¨nden sind andererseits aber auch allta¨gliche Ta¨tigkei-
ten. Wird man beispielsweise von einem Schu¨ler gefragt, warum man seine
Leistung mit Nicht Genu¨gend beurteilt habe, so muss man das natu¨rlich
argumentieren ko¨nnen. Die Erkla¨rung oder Begru¨ndung wird hier also von
außen gefordert. Fragt man sich selbst, wie denn wohl die Welt entstanden ist
oder warum eine Frau mehr als zehn Paare Schuhe braucht, dann herrscht in
48MALLE 2002, S. 4
49vgl. BLUM und KIRSCH 1991
50vgl. MALLE 2002
51MALLE 2002, S. 7
52Siehe in den Kapiteln 5-8.
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einem selbst Erkla¨rungsnotstand, den man gerne beheben mo¨chte. Die Moti-
vation ist hier also eine andere, eine von innen her kommende. Legen wir nun
diese Aussagen auf den Mathematikunterricht um. Die erstgenannte Moti-
vation der Erkla¨rungsfindung ist vergleichbar mit typischen Pru¨fungssitua-
tionen. Schu¨ler kommen oftmals scheinbar gut vorbereitet mit Faktenwissen
zur Pru¨fung. Fragt man dann nach Erkla¨rungen fu¨r bestimmte Sachverhalte,
Zusammenha¨nge oder Ergebnisse, sieht die Sache oft nicht mehr so erfreulich
aus. Wa¨hrend des Lernens hat offenbar kein innerer Erkla¨rungsbedarf fu¨r den
Schu¨ler selbst bestanden.
Wie kann nun aber die Biomathematik zu dieser Beweisbedu¨rftigkeit beitra-





Ist das immer so?“,
”
Was steckt denn da dahinter?“ oder
”
Worauf
kommt es an?“ auf. Liefert etwa ein Ra¨uber-Beute-Modell das Ergebnis von
periodisch schwankenden Bevo¨lkerungszahlen, so fragt man sich natu¨rlich, ob
das denn in Wirklichkeit auch vorkommt und was denn da dahinter steckt.
Auch die Fragen, welche Maßnahme man ergreifen muss, um das Ausbrechen
einer Epidemie zu verhindern und warum gerade diese Maßnahme greift, lie-
gen bei einer authentischen Bearbeitung des Themas nahe. Natu¨rlich ist es
dabei notwendig, bei der mathematischen Bearbeitung so nahe an der rea-
len Situation zu bleiben wie mo¨glich. Das gelingt allerdings nur dann, wenn
die im Modell vorkommenden Terme immer und immer wieder interpretiert
werden:
”
Warum steht an dieser Stelle ein Minus? Warum ist die eine Gro¨ße
proportional zu der anderen?, etc.“ . Im Sinne der BLOOMschen53 Katego-
risierung der kognitiven Lernziele entspricht das der zweiten der insgesamt
sechs Stufen Verstehen. Das geht also u¨ber das bloße Wissen (1. Stufe) hin-
aus. Nur wenn die Schu¨ler dabei den U¨berblick bewahren, ko¨nnen sie auch
Aussagen u¨ber die Struktur der Systeme und u¨ber mo¨gliche Begru¨ndungen
fu¨r gewisse Ergebnisse machen. Das fa¨llt in die Stufen 3 und 4 Anwenden
und Analyse.
4.3.6 Alltagsna¨he Ta¨tigkeiten
Diskrete Prozesse kommen im Leben sehr ha¨ufig vor. Alleine bedingt durch
das bloße Abza¨hlen werden viele Ta¨tigkeiten schon zu diskreten Ta¨tigkeiten.
In vielen Fa¨llen ist es auch notwendig und hilfreich, Prozesse, die von Natur
aus eigentlich kontinuierlich sind, zu diskretisieren. Beispielsweise wird die
Zeit in Stunden, Minuten, Sekunden gegliedert und die Erde in La¨ngen- und
Breitengrade unterteilt. Diskretisieren ist also ein fest verankerter Mechanis-
53vgl. CLAUS 1995, S. 25
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mus im Denken des Menschen. Es liegt also nahe, so zu denken.
Damit in Zusammenhang steht natu¨rlich das iterative Denken, das Wei-
terza¨hlen, das andauernde Wiederholen von Ta¨tigkeiten. HUMENBERGER
und REICHEL54 beschreiben das treffend mit den Worten:
”
Eine Iteration ist
ein spezieller Algorithmus, bei dem wiederholt
”
dasselbe getan“ wird.“ Auch
solche Prozesse gibt es im Leben unza¨hlig viele. Zeitlich etwa beim Feiern des
allja¨hrlichen Geburtstages oder beim ta¨glichen Za¨hneputzen am Morgen und
Abend, ra¨umlich beim Wiederkehren eines Musters auf einer Tapete oder
der Mittelstreifen auf einer Fahrbahn. Eines nach dem anderen, Schritt fu¨r
Schritt – auch das sind also vertraute Bilder fu¨r die Schu¨ler. Und gerade
rekursiven Prozessen wohnt dieses Schema inne. Sie starten bei einem Wert
und geben dann nacheinander Werte zu diskreten Zeitpunkten aus. Auch bei
der Erhebung realer Daten muss man klarerweise auf diskrete Zeitschritte
zuru¨ckgreifen. Bevo¨lkerungszahlen werden etwa Jahr fu¨r Jahr erhoben und
auch die Gro¨ße einer Bakterienpopulation wird in regelma¨ßigen Absta¨nden
gescha¨tzt. Bei Insektenpopulationen mit getrennten Generationen ist es oh-
nehin nicht sinnvoll, ein kontinuierliches Modell zu verwenden.
Die Chance, dieses intuitiv gefestigte Iterieren auch im Mathematikunter-
richt in den Mittelpunkt zu ru¨cken, blieb in der Vergangenheit oft unge-
nutzt. Und nicht zu unrecht – der Rechenaufwand bei iterativen Prozessen
wa¨chst sehr schnell ins Unermessliche. Unter Zuhilfenahme des Computers
muss man allerdings diese Gelegenheit nicht mehr verstreichen lassen. Es
muss also nicht dabei bleiben, lediglich lineares oder exponentielles Wachs-
tum zu bearbeiten, daru¨ber hinaus ko¨nnen jetzt ohne großen Zeitaufwand
viele weitere interessante Modelle unter die Lupe genommen werden. Der
Mehraufwand besteht nur darin, geeignete Rekursionsformeln fu¨r bestimmte
Zusammenha¨nge und Situationen zu finden – also gerade das Modellieren,
das ja der interessanteste Part dieses Themas ist. Das Methodenrepertoire
bleibt dabei ein u¨bersichtliches.
Und selbst das angesprochene Modellieren ist eine sehr vertraute Ta¨tigkeit
im allta¨glichen Leben eines Menschen. Das Strukturieren eines Sachverhaltes
wie etwa das Entwerfen eines Zugfahrplanes, das Kategorisieren wie etwa
das Einteilen von unterschiedlichen Tierarten in Gattungen, das Finden von
kausalen Zusammenha¨ngen und das Planen von Projekten wie etwa beim
Bauen eines Baumhauses sind Kompetenzen, die auch bei der mathemati-
schen Modellierung zum Tragen kommen.
Das Problemlo¨sen ist eine weitere alltagsnahe Ta¨tigkeit, die auch beim bioma-
54HUMENBERGER und REICHEL 1995, S. 200
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thematischen Modellieren eine wesentliche Rolle spielt. POLYA55 beschreibt
den Problemlo¨seprozess in vier Schritten:
• das Verstehen des Problems
• das Aufstellen eines Plans
• das Ausfu¨hren des Plans
• der Ru¨ckblick
Betrachten wir diese vier Schritte anhand eines Beispiels aus der Demogra-
phie. Will man ein Modell fu¨r das Bevo¨lkerungswachstum eines bestimmten
Landes aufstellen, so muss man sich zuerst einen U¨berblick u¨ber vorhande-
ne Daten machen, eventuell selbst recherchieren, das Ziel genau formulieren:
”
Was soll das Modell leisten?“(Schritt 1). Als na¨chstes macht man sich Ge-
danken daru¨ber, ob man sich bisherige Erfahrungen zu Nutze machen kann:
”
Habe ich ein a¨hnliches Problem schon einmal bearbeitet? Haben die vor-
liegenden Bevo¨lkerungsdaten A¨hnlichkeit mit einem mir bekannten Modell?
Gibt es strukturelle A¨hnlichkeiten zu einem anderen Problem? Wenn nicht,
kann ich eine neue Art finden, das Problem zu modellieren?“(Schritt 2). Die
gewonnene Strategie wird nun Schritt fu¨r Schritt umgesetzt, konkret wird die
Rekursion zur Beschreibung des Bevo¨lkerungswachstums aufgestellt, in den
Computer eingegeben, es wird operiert und dargestellt (Schritt 3). Am Ende
wird versucht, ru¨ckblickend zu validieren, ob das Modell tatsa¨chlich der rea-
len Situation entspricht, ob es diese hinreichend gut beschreibt bzw. erkla¨rt.
Gegebenenfalls ko¨nnen die Ergebnisse auch mittels einer anderen Methode,
eines weiteren Modells besta¨tigt werden (Schritt 4).
4.3.7 Mathematisches Modellieren
Die Unterrichtsmaterialien in den Kapiteln 5-7 bescha¨ftigen sich zwar mit
biomathematischen Modellen, modelliert im klassischen Sinn wird aber nicht.
Man ko¨nnte die Vorgangsweise dort eher als
”
geleitetes Modellieren“ be-
zeichnen. Im Abschnitt 8.2 gibt es jedoch einige Unterrichtsvorschla¨ge zum
mathematischen Modellieren in Reinkultur. Modellieren ist in der aktuellen
fachdidaktischen Literatur und auch auf den bedeutenden fachdidaktischen
Tagungen stets prominent vertreten und soll auch im Unterricht ein zentrales
Anliegen sein. Den Ablauf des Modellierungsprozesses kann man dabei durch
einen so genannten Modellierungskreislauf darstellen. BLUM56 schla¨gt vor:
55POLYA 1949, S. 18-37
56Grafik aus BLUM und LEIß 2005, S. 19
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Die Pfeile stehen dabei fu¨r die Ta¨tigkeiten Konstruieren/Verstehen (1), Ver-
einfachen/Strukturieren (2),Mathematisieren (3),Mathematisch arbeiten (4),
Interpretieren (5), Validieren (6) und Darlegen/Erkla¨ren (7). Oft steht im
Mathematikunterricht die vierte Ta¨tigkeit im Vordergrund, allerdings sollten
auch alle anderen geschult werden, um der Forderung von MALLE und REI-
CHEL57:
”
Mathematikunterricht zielt unter anderem darauf ab, den Schu¨lern
ein ausgewogenes und angemessenes Bild von Mathematik und deren Verha¨lt-
nis zur Realita¨t zu vermitteln“ zu genu¨gen. Mathematisches Modellieren kann
dazu einen wesentlichen Beitrag liefern. Und dazu geho¨ren natu¨rlich auch
U¨berlegungen daru¨ber, zu welchem Zweck ein Modell u¨berhaupt erstellt wird.
Es gibt beschreibende Modelle, erkla¨rende Modelle, vorschreibende Modelle
und Modelle, die prognostizieren58.
Selbstversta¨ndlich la¨uft in der Schule viel u¨ber die Leistungsbeurteilung. Sie
ist also mit ein Grund, warum eben gerade die leicht zu beurteilenden Ta¨tig-
keiten im Unterricht oft zu sehr in den Vordergrund ru¨cken. Und dazu geho¨rt
zweifellos das Operieren. MAAß59 schla¨gt daher einen Katalog vor, wie man
auch bei der Beurteilung von mathematischer Modellierung ausgewogen vor-
gehen kann. Die Auflistung
• Bildung des Realmodells
• mathematische Bearbeitung
• Interpretation der Lo¨sung
57MALLE und REICHEL 1996, S. 74
58Siehe dazu HENN 2002, S. 6.
59MAAß 2005, S. 21
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• kritische Reflexion
• Dokumentation des Vorgehens
• zielgerichtetes Vorgehen
solle den Schu¨lern mit einer vorher festgelegten Gewichtung (Punktesystem)
vorgelegt werden. So ko¨nne man also auch individuell Schwerpunkte fu¨r den
Unterricht setzen, die die Schu¨ler dann viel eher zur Kenntnis nehmen. LEU-
DERS60 spricht sich ebenfalls dafu¨r aus, den Schu¨lern die Vorga¨nge des Mo-
dellierungsprozesses bewusst zu machen.
Eine Mo¨glichkeit, Gruppenarbeit
”
fairer“ zu beurteilen, ist, der Schu¨lergrup-
pe eine Gesamtpunktezahl fu¨r ihre gemeinsame Arbeit zu geben und die
Schu¨ler selbst eine Aufteilung dieser Punktzahl unter den Gruppenmitglie-
dern vornehmen zu lassen.61 Sie haben selbst viel eher den Einblick, welcher
Schu¨ler wie viel zur gemeinsamen Arbeit beigetragen hat. Außerdem mo-
tiviert dieses System auch schon wa¨hrend der Arbeit mehr, als wenn man
ohnehin von Anfang an weiß, dass jeder in der Gruppe die gleiche Anzahl
an Punkten oder die gleiche Note erha¨lt. Allerdings setzt diese Methode
natu¨rlich eine gewisse Reife der Beurteilten voraus.
MAAß sieht einen ganz besonderen Vorteil im Einsatz von Modellierungs-
aufgaben im Unterricht. Sie beklagt die hohen Schu¨lerzahlen in deutschen
Schulen62, was eine Differenzierung innerhalb der Klasse im herko¨mmlichen
Unterricht sehr schwer macht. Schließlich ko¨nne ein Lehrer ja nicht speziell
maßgeschneiderte Aufgaben fu¨r jeden Schu¨ler entwickeln, die seinem derzei-
tigen Niveau gerade angepasst sind. Bei Modellierungsaufgaben sei dagegen
eine Binnendifferenzierung quasi schon
”
eingebaut“. Jeder Schu¨ler bzw. jede
Schu¨lergruppe arbeitet auf ihrem Niveau, entscheidet selbst, wie komplex ihr
Modell sein soll, welche Vereinfachungen gemacht werden und mit welchem
mathematischen Werkzeug vorgegangen wird. Sie spricht sich durchaus auch
fu¨r leistungsheterogene Schu¨lergruppen aus. Das fo¨rdere sowohl leistungs-
schwa¨chere Schu¨ler, die von den guten Mathematikern lernen ko¨nnen und
umgekehrt werden auch Kompetenzen leistungssta¨rkerer Schu¨ler beim Er-
kla¨ren und Betreuen der Schwa¨cheren geschult. Zur Motivation der Schu¨ler
tra¨gt aber natu¨rlich auch bei, wenn man sie hin und wieder selbst die Grup-
pen einteilen la¨sst und – falls es mehrere Aufgaben gibt – die Schu¨ler selbst
die Probleme wa¨hlen la¨sst, die sie gerne bearbeiten wollen. Als dritte Mo¨glich-
keit bietet sich noch der Losentscheid an, der in der Regel von den Schu¨lern
60siehe etwa LEUDERS 2003
61Danke an Martin Bracke von der TU Kaiserslautern fu¨r diese Idee.
62In O¨sterreich gibt es ja bereits erste Maßnahmen zur Senkung der Klas-
senschu¨lerho¨chstzahlen.
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akzeptiert wird. Wichtig bei Gruppenarbeiten ist klarerweise eine abschlie-
ßende Pra¨sentation vor der ganzen Klasse mit anschließender Diskussion.
Nachdem mo¨glicherweise jede Modellierungsgruppe ein anderes Problem be-
arbeitet, ist also bei der Pra¨sentation darauf zu achten, dass die Mitschu¨ler
sich eben noch nicht einen halben Tag oder sogar la¨nger mit dem vorgestell-
ten Problem bescha¨ftigt haben. Es sollte also auch die Mo¨glichkeit geben,
Fragen an die
”
Experten“ der jeweiligen Probleme zu stellen.
Die Modellierungsidee ist nun schon keine absolute Neuheit mehr, trotz-
dem findet sie in den Schulunterricht nur langsam Einzug. Vielfach herrscht
noch immer das Abarbeiten von klassischen
”
Schulbuchaufgaben“ vor. Auch
BU¨CHTER und LEUDERS63 beklagen:
”
Schu¨ler gewinnen den Eindruck, die
Mathematik selbst bestehe nur aus bestimmten Typen von Aufgaben, die ih-
nen nur in der Schule begegnen. Ein Einblick in einen authentischen Umgang
mit Mathematik bleibt ihnen verwehrt.“ Selbstversta¨ndlich ist es ein zeit-
aufwa¨ndiger Prozess, bis Schu¨ler tatsa¨chlich in der Lage sind, selbststa¨ndig
Probleme zu bearbeiten und zu lo¨sen. Gerade deswegen ist es notwendig,
fru¨h damit zu beginnen. Ein erster Schritt auf diesem Weg kann etwa die
didaktische Frage sein, wie sie AEBLI64 analysiert. Die Kritik am fragend-
entwickelnden Unterrichtsverfahren, dass dabei na¨mlich paradoxerweise der
Lehrer die Fragen stellt, obwohl er ja die Antwort selbst am besten kennt,
kann er entscha¨rfen. AEBLI vergleicht dazu die Situation im Unterricht mit
einer Ausstellung oder Besichtigung. Auch dort fragen gerade die Sachkun-
digen und nicht etwa die Laien, die eben gar nicht wissen, was zu fragen
angemessen wa¨re. A¨hnlich ist es im Schulunterricht bei der Bearbeitung ei-
nes neuen Themas. Schu¨ler mu¨ssen erst lernen, die richtigen Fragen zu finden
und zu stellen. Der Lehrer soll an dieser Stelle als Initiator und Richtungs-
weiser fungieren. Auch BLUM und LEIß65 sehen die Aufgabe des Lehrers
zwischen den beiden Extrempositionen des Durch-die-Wu¨ste-laufen-lassens
der Schu¨ler und des U¨ber-die-Hu¨rde-tragens derselben. Fragen des Lehrers
stellen eine subtile Art der Unterstu¨tzung dar. Die Fa¨higkeit, interessan-
te Problemstellungen zu sehen und zu entscheiden, welche davon sich mit
den zur Verfu¨gung stehenden Mitteln lo¨sen lassen, muss sich erst langsam
und schrittweise herausbilden. Die Unterrichtsmaterialien in den Kapiteln 5-
8 spannen deshalb auch den Bogen von relativ strikt geleiteten Lernhilfen
bis zu sehr offen formulierten Modellierungsaufgaben.
63BU¨CHTER und LEUDERS 2005, S. 89
64siehe AEBLI 1961, S. 142
65BLUM und LEIß 2005, S. 21
130
Modellieren erfordert ein gewisses Maß an Kreativita¨t. Um ein reiches Poten-
zial an Ideen ausscho¨pfen zu ko¨nnen, bietet es sich an, die Schu¨ler in kleinen
Gruppen oder zumindest in Paaren arbeiten zu lassen. Diese Unterrichtsfor-
men sollen auch laut Lehrplan66 die bestimmenden Unterrichtsformen ne-
ben der Einzelarbeit und dem projektorientierten Unterricht sein. Außerdem
kann auf diese Weise viel besser der folgenden Forderung HENNs67 genu¨ge
getan werden:
”
Schu¨ler sollen angeregt werden, selbst Fragen zu stellen, und
sollen die eher induktiven Aspekte wie Probieren und Experimentieren, Ver-
allgemeinern und Spezialisieren selbst erfahren. Und wie ko¨nnte das besser
realisiert werden, als wenn man die Schu¨ler selbst arbeiten la¨sst, sie gegensei-
tig Fragen stellen und Antworten finden la¨sst, am Computer experimentieren
und Ergebnisse in abschließenden Pra¨sentationen diskutieren la¨sst?“
4.3.8 Fa¨cheru¨bergreifend und anwendungsorientiert
Hat man die Gelegenheit, mit Nichtmathematikern daru¨ber zu sprechen, dass
man im Teilgebiet der Biomathematik arbeitet, zeigt sich meist auch Interesse
an Inhaltlichem. Ob das daran liegt, dass das Pra¨fix Bio gerade zum Mode-
wort avanciert ist oder ob sofort der Konnex zum meist beliebten Fach Biolo-
gie gezogen wird sei dahingestellt. Jedenfalls besteht sehr oft reges Interesse,
wenn man in kurzen Worten erkla¨rt, worum es in der Biomathematik geht –
Entwicklung von Populationsgro¨ßen, Ausbreitung von Epidemien, Vererbung
von Merkmalen, usw. Es ist m. E. unbestritten, dass gerade das Interesse am
Lerninhalt und die eigene fachliche Kompetenz die gro¨ßte Motivation fu¨r das
Lernen selbst darstellt. Diese so genannte prima¨re Motivation ist natu¨rlich
auch viel nachhaltiger als die sekunda¨re Motivation, die aus Streben nach
Anerkennung, Erfolg, Verwertbarkeit des Wissens usw. entsteht68.
Das Grundinteresse an der Entwicklung der menschlichen Bevo¨lkerung und
ihrer Umwelt kann man natu¨rlich auch im Schulunterricht ausnutzen. EN-
GEL69 schreibt treffenderweise:
”
Denkt man an das universelle Schauspiel
von Geburt, Tod, Wachstum, Zerfall, Vera¨nderung und Evolution, so ist
es naheliegend, ein Modell fu¨r diesen faszinierenden Vorgang zu suchen.“
Fa¨cheru¨bergreifender Unterricht mit Biologie bietet sich an. Auch dem großen
Interesse Jugendlicher an medizinischen Fragestellungen kann dabei teilwei-





am Leben“ oder an der Umwelt des Schu¨lers la¨sst sich nicht in enger
66Im Internet unter: http://www.bmukk.gv.at, link vom 20.08.2007
67HENN 1997, S. 7
68vgl. CLAUS 1995, S. 17
69ENGEL 1971, S. 8
70CLAUS 1995, S. 207
131
Beschra¨nkung auf ein einzelnes Fach verwirklichen, sie erfordert fa¨cheru¨ber-
greifenden Unterricht.“, und weiter:
”
Nicht die Entwicklung mathematischer
Fa¨higkeiten ist das eigentliche Ziel, sondern die Einsicht in Probleme der
sozialen Umwelt des Schu¨lers.“ Gerade dabei entwickeln sich aber natu¨rlich
auch mathematische Fa¨higkeiten.
Biomathematik ist selbstversta¨ndlich aus Anwendungen heraus entstanden
und daher auch fest dort verankert. Die Frage
”
Wozu braucht man das?“
eru¨brigt sich also in den meisten Fa¨llen. Gerade offene Fragen in den Na-
turwissenschaften haben dazu gefu¨hrt, dass sich die Mathematik stets wei-
terentwickelt hat. Und auch umgekehrt hat die Mathematik dazu beigetra-
gen, dass andere Disziplinen besser wissenschaftlich erforschbar wurden. Es
hat also immer ein fruchtbarer Austausch zwischen der Mathematik und
anderen Gebieten der Forschung stattgefunden. HENN71 meint dazu:
”
Ma-
thematik lebt und entwickelt sich gerade durch ihre Verbindungen mit der
Wirklichkeit. Begriffe und Gegensta¨nde der Mathematik sind stets aufgrund
von inner- oder außermathematischen Fragestellungen, oft ausgehend vom
Wunsch, die Natur besser zu verstehen, entstanden.“ BLUM72 vermisst diese
Verbindung allerdings in Lernsituationen:
”
Die sta¨ndig steigende Bedeutung
von Mathematik in der Praxis hat sich nicht in entsprechender Weise beim
Lehren und Lernen von Mathematik in Schule und Hochschule widergespie-
gelt“. Schon FREUDENTHAL73 sah das a¨hnlich, indem er schrieb:
”
[...] wenn
auch die Herkunft aus der Realita¨t in unseren Vorlesungen meistens verschlei-
ert wird und die Mathematik dann als in sich geschlossenes System erscheint,
dessen Beziehungen zur Realita¨t nur als zufa¨llige a-posteriori-Anwendungen
auftauchen.“. ENGEL74 pla¨diert fu¨r anwendungsorientierten Mathematikun-
terricht, wenn er sagt:
”
Der Schu¨ler braucht eine Motivierung,
”
Mathematik
zur Ehre des menschlichen Geistes“ ko¨nnen nur ganz Wenige treiben.“.
Beitra¨ge, die dabei vom Biologieunterricht geleistet werden ko¨nnten, sind et-
wa Begriffsbildungen im Bereich der Populationsgenetik. Vererbungsmecha-
nismen mu¨ssen erkla¨rt und Termini wie Allel oder Fitness mu¨ssen verstanden
und ins Vokabular aufgenommen werden. In der Demographie gibt es Fach-
begriffe wie U¨berlebenswahrscheinlichkeit, Geburtenrate oderWachstumsrate,
die auch im Fach Geographie und Wirtschaftskunde behandelt werden. Hier
ko¨nnen also Synergien genutzt werden, indem man das Thema gemeinsam
71HENN 1997, S. 6
72BLUM 1988, S. 3
73FREUDENTHAL 1963, S. 302
74ENGEL 1971, S. 5
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fa¨cheru¨bergreifend behandelt. CLAUS75 gibt jedoch zu bedenken, dass sehr
oft organisatorische Schwierigkeiten fa¨cheru¨bergreifenden Unterricht blockie-
ren ko¨nnen und meint, man ko¨nne ihn sinnvoll einschra¨nken,
”
indem man
die Kollegen anderer Fa¨cher nur zu Rate zieht oder sie nur gelegentlich zum
Unterricht einla¨dt.“ Auch ko¨nnen sich die Schu¨ler Wissen selbststa¨ndig aus
Bu¨chern oder durch Internetrecherche aneignen.
Selbst zur Erreichung von allgemeinen Erziehungszielen kann Biomathematik
wertvoll beitragen. BIGALKE76 fordert etwa in seinem Katalog die
”
Erzie-
hung zum Versta¨ndnis des Gleichgewichts zwischen o¨kologischen Systemen
und der Technik.“. Gerade dieser Punkt soll ein Anliegen dieses neuen The-
mas im Schulunterricht sein. Es bieten sich Anknu¨pfungspunkte zu The-
men wie Gentechnik, Eingriffe in natu¨rliche O¨kosysteme oder Beeinflussung
der Altersstruktur einer Bevo¨lkerung durch Regelungsmaßnahmen an, die
im Unterricht diskutiert und mathematisch analysiert werden ko¨nnen. Es
wa¨re schade, wu¨rde man diese Gelegenheit zum kritischen Diskutieren im
Mathematikunterricht verstreichen lassen und lediglich das vorliegende Zah-
lenmaterial analysieren.
Um Kritik vorwegzunehmen, ist natu¨rlich einzugestehen, dass die Modelle,
die in der Praxis fu¨r solche Fragestellungen verwendet werden, viel komple-
xer sein mu¨ssen, als jene im Schulunterricht sein du¨rfen. Außerdem werden
Entscheidungen oft nicht nur aus mathematisch-rationalen Gru¨nden getrof-
fen. Es spielen in diesen Gebieten natu¨rlich auch oft politische, soziale und
ethische Gru¨nde eine wesentliche Rolle. Auch ist darauf hinzuweisen, dass
Datenmaterial oft durch einander widersprechende Modelle gestu¨tzt werden
kann. Die Bevo¨lkerungsentwicklung der USA la¨sst sich beispielsweise mit dem
logistischen Modell recht gut beschreiben - wenn man lediglich die in der Ver-
gangenheit gesammelten Daten beru¨cksichtigt. Will man jedoch Prognosen
aus dem Modell ziehen, so bekommt man sehr unbefriedigende Lo¨sungen.
In diesem Fall liefert das Gompertz-Modell bessere Voraussagen und passt
ebenso gut an die historischen Daten.77 Aber auch fu¨r Diskussionen in all die-
se Richtungen kann und soll im fa¨cheru¨bergreifenden Unterricht Platz sein.
Vorschla¨ge, im anwendungsorientierten Mathematikunterricht Themen aus
Physik, Chemie, den Wirtschaftswissenschaften und Biologie fa¨cheru¨bergrei-
fend zu behandeln, gibt es schon seit den 1970er Jahren. Beispielsweise
schla¨gt ENGEL78 vor, Wachstums- und Zerfallsprozesse, Ra¨uber-Beute - Sys-
75CLAUS 1995, S. 207
76vgl. BIGALKE 1976, S. 31
77vgl. dazu ENGEL 1971, S. 25
78ENGEL 1971
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teme, Populationsentwicklung, usw. mit Differentialgleichungen in der Se-
kundarstufe II zu behandeln. Ein Zitat von CLAUS79 umgelegt auf bioma-
thematische Modelle wu¨rde lauten:
”
Man lockt den Schu¨ler nicht mit einer
interessanten Anwendung an ein mathematisches Problem heran, zerrt ihn
nicht von der Anwendung weg zur Mathematik, nein: man befasst sich wirk-
lich mit der biologischen Situation und verwendet so viel an Mathematik, wie
man zum Versta¨ndnis braucht.“
Aus diesem Grund kann man also sogar noch weiter gehen, als ENGEL es
getan hat und Biomathematik schon in der Sekundarstufe I zum Thema
machen. Die Mathematik, die zum Versta¨ndnis reicht, la¨sst sich von 10-14-
Ja¨hrigen bewa¨ltigen, wenn es sich nicht um Differentialgleichungen, sondern
um diskrete Modelle handelt, fu¨r die diese Arbeit pla¨diert.
UmMissversta¨ndnisse zu vermeiden sei an dieser Stelle ausdru¨cklich erwa¨hnt,
dass es nicht Ziel sein soll, anwendungsorientierten oder projektorientierten
fa¨cheru¨bergreifenden Unterricht als das alleinige Unterrichtskonzept darzu-
stellen. Vielmehr soll herausgestrichen werden, dass neben anderen ebenso
berechtigten Unterrichtskonzepten, wie dem wissenschaftlich- oder dem pro-
blemorientierten Unterricht der Vernachla¨ssigung der beiden oben genannten
Orientierungen im Schulunterricht entgegenzuwirken ist.
Gru¨nde fu¨r dieses Vernachla¨ssigen suchen unter anderem HUMENBERGER80
und FO¨RSTER81 in entsprechenden Studien. Obwohl Anwendungsaufgaben
fu¨r Schu¨ler in der Beliebtheit auf Platz 1 rangieren, finden sie einige Ursa-
chen, warum Anwendungen trotzdem nur wenig Raum im Schulunterricht
haben. Zum einen seien die Lehrer vielfach nicht darin ausgebildet, geeignete
Materialien seien zwar in der didaktischen Fachliteratur zu finden, erreichen
aber nur selten die Lehrer. Der Vorbereitungsaufwand sei viel ho¨her als bei
herko¨mmlichem Unterricht, auch koste diese Art von Unterricht mehr Zeit,
die ohnehin rar sei. Der Unterrichtsverlauf sei nicht so leicht planbar wie
sonst. Konsequenzen daraus mu¨ssen wohl sein, anwendungsorientierte The-
men versta¨rkt in die Lehreraus- und -fortbildung zu nehmen, ho¨here Ver-
bindlichkeit in den Lehrpla¨nen zu erreichen82 und eine Verbesserung des In-
formationsflusses fu¨r neue Materialen83 zu erwirken.




82Das ist in O¨sterreich teilweise schon passiert.





5.1 Bemerkungen zu den Unterrichtsmateria-
lien
Methodisch gibt es bei der Umsetzung des Themas Biomathematische Model-
le viele Mo¨glichkeiten. Es ist wohl richtig, dass es so viele Unterrichtsstile wie
Lehrer selbst gibt. Zumindest eine Idee fu¨r die Unterrichtsgestaltung kann
aber das Unterrichtsmaterial, das in dieser Arbeit vorgestellt wird, geben.
Dabei sollen vor allem zwei didaktische Grundsa¨tze in den Vordergrund tre-
ten. Das ist zum einen die Fo¨rderung der Selbstta¨tigkeit der Schu¨ler, die
durch einen projektartigen Unterrichtsaufbau mit Pflicht- und Wahlaufgaben
zur Differenzierung erreicht werden soll. BU¨CHTER und LEUDERS1 mei-
nen dazu:
”
Wenn man das Wesen der Mathematik eben nicht allein durch
ihre Produkte repra¨sentiert sieht, sondern die Mathematik ganz wesentlich
als Prozess auffasst, so ist es unabdingbar, dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler
ebendiese Prozesse im Unterricht aktiv erleben, d. h. dass sie selbst Mo-
dellieren und Problemlo¨sen und nicht nur Modelle und Problemlo¨sungen
anwenden, dass sie selbst Begru¨ndungen suchen und nicht nur im fragend-
entwickelnden Unterricht Begru¨ndungen nachvollziehen“. FREUDENTHAL2
dru¨ckt es pra¨gnant wie folgt aus:
”
The best way to learn an activity is to per-
form it.“. Zum anderen bietet sich natu¨rlich fa¨cheru¨bergreifender oder sogar
fa¨cherverbindender Unterricht mit Biologie an.
Entschließt man sich, biomathematische Modelle im Unterricht zu behan-
deln, so erkennt man rasch, dass sich hierbei eine sehr große Bandbreite an
1BU¨CHTER und LEUDERS 2005, S. 115
2FREUDENTHAL 1968, S. 110
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Mo¨glichkeiten ergibt, sei es einerseits bei der Wahl des konkreten biomathe-
matischen Umfeldes3, bei der Auswahl der Modelle4 oder, wenn man sich
schließlich fu¨r ein Problem oder schon ein konkretes Modell entschieden hat,
bei den vielfa¨ltigen Bearbeitungsmo¨glichkeiten.
In diesem und in den folgenden Kapiteln sollen nun konkrete Unterrichtsma-
terialien pra¨sentiert werden, die ohne viel Mu¨he fu¨r den Lehrer direkt im Un-
terricht verwendet werden ko¨nnen. Die unten aufgelisteten Themen wurden
dabei einerseits aufgrund ihrer historischen Bedeutung und andererseits auf-
grund ihrer guten Umsetzbarkeit in den Mathematikunterricht ausgewa¨hlt.
Diese Arbeit versteht sich aber auch als Anregung fu¨r Lehrer, selbst Mate-
rialien zu Anwendungen in der Biomathematik anzufertigen. Im Folgenden
wird deutlich, dass es dabei natu¨rlich auch wu¨nschenswert und sinnvoll ist,
Materialien fu¨r die Unterstufe zu entwickeln. Viele Modelle lassen sich mit
recht elementarer Mathematik behandeln und ko¨nnen dann spa¨ter verfeinert




Zu den in diesem Kapitel vorgestellten Unterrichtsmaterialien gibt es auch
Arbeitsbla¨tter, die als Kopiervorlagen auf der beigelegten CD-Rom zu finden
sind. Lo¨sungen beziehungsweise Erla¨uterungen zur Umsetzung im Mathema-
tikunterricht sind an geeigneter Stelle angegeben.






Die Materialien sind so angelegt, dass folgende Aspekte des Mathematikun-
terrichts sta¨rker in den Vordergrund treten:
Mathematik als Prozess: Es soll vor allem das Experimentieren mit Mo-
dellen, das Explorieren von Sachverhalten, Wirkungszusammenha¨ngen,
3Z. B. Mathematische O¨kologie, Epidemiologie, Populationsgenetik, Mustererkennung,
Demographie, u.v.m.
4Fu¨r jedes der genannten Gebiete gibt es eine Fu¨lle an Modellen, die allerdings aufgrund
ihrer teilweise hohen Komplexita¨t erst fu¨r den Unterricht angepasst werden mu¨ssten. Siehe
dazu das Kapitel 3.
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mathematischen Strukturen, Diagrammen usw. und das Formulieren
von Beobachtungen, Gesetzma¨ßigkeiten, mathematischen Termen und
Gleichungen, usw. gefo¨rdert werden. Bei allen diesen Ta¨tigkeiten kann
und soll der Computer als Hilfsmittel und Werkzeug eingesetzt wer-
den! Eigene Fragestellungen der Schu¨ler und deren Beantwortung (so-
fern mo¨glich) sowie Argumentieren und kritisches Betrachten der Ma-
terialien, der Probleme, der Ergebnisse, usw. sollen erlaubt und sogar
gefo¨rdert werden.
Unterrichtsorganisation/Allgemeine Lernziele: Die Materialien sind so
ausgerichtet, dass Partner- bzw. Teamarbeit im Vordergrund stehen.
Die Schu¨ler sollten bei vielen Arbeitsauftra¨gen Zugang zu einem Com-
puter haben. Zur Sicherstellung des neu erworbenenWissens werden die
Schu¨ler aufgefordert, Zusammenfassungen zu schreiben oder Pra¨senta-
tionen vor der Klasse durchzufu¨hren. Das soll einerseits zur Wieder-
holung und zur Gewinnung eines U¨berblicks dienen und andererseits
zu erho¨hter Selbststa¨ndigkeit und zu selbst- und verantwortungsbe-
wusstem Auftreten der Schu¨ler beitragen. Die Unterrichtsmaterialien
beinhalten aktuelle Entwicklungen und zeitgema¨ße Fragestellungen zu
den Bereichen Umwelt und Gesellschaft und tragen dadurch auch zur
Fo¨rderung der Allgemeinbildung außerhalb der Mathematik bei.
Die Unterrichtsvorschla¨ge sind projektartig aufgebaut und sollen so die la¨nge-
re und intensivere Bescha¨ftigung mit einem Thema fo¨rdern, das sich jeweils
u¨ber einige Unterrichtseinheiten erstrecken soll. Sie sind nach folgenden Ka-
tegorien strukturiert:
Wissenswertes: Diese Texte sollen motivierend und erkla¨rend wirken. Sie
liefern zudem Informationen, die die Schu¨ler zumWeiterarbeiten beno¨ti-
gen.
Arbeitsauftra¨ge: Es handelt sich dabei um meist recht offen gestellte Fra-
gen und Aufforderungen an die Schu¨ler. Dabei geht es neben der Fo¨rde-
rung mathematischer Fa¨higkeiten wie Mathematisieren von Texten,
Bilden von Modellen und Experimentieren mit Parametern vor allem
auch um das kritische Betrachten, das Beschreiben und Begru¨nden von
Sachverhalten, das Ausloten von Modellgrenzen und das Bescha¨ftigen
mit aktuellen gesellschaftlichen, politischen und o¨kologischen Proble-
men. Die jeweilige Bearbeitungsdauer eines Arbeitsauftrages kann da-
bei stark variieren und ha¨ngt vom Interesse und kognitiven Niveau der




Aufgaben: Sie sind meist klarer formuliert als die Arbeitsauftra¨ge und spre-
chen weniger die Kreativita¨t der Schu¨ler als deren Rechenfertigkeiten
an. Die Ergebnisse bei solchen Aufgaben sind voraussagbar und daher
unter den Schu¨lern gut zu vergleichen. Obwohl man ob ihrer leich-
teren U¨berpru¨fbarkeit verleitet ist, ausschließlich solche Aufgaben bei
Leistungsfeststellungen zu verwenden, sollen sie auch hier keine u¨ber-
geordnete Rolle spielen. Es soll also neben der U¨berpru¨fung der Re-
chenfertigkeiten, die natu¨rlich auch weiterhin ihren Platz haben soll,
nicht auf die Feststellung anderer, eher prozessorientierter Leistungen,
wie sie etwa in den Arbeitsauftra¨gen gefordert werden, verzichtet oder
vergessen werden. Es wird im folgenden Unterrichtsmaterial an geeig-
neten Stellen darauf hingewiesen, wo Anknu¨pfungspunkte fu¨r mo¨gliche
Leistungsfeststellungen gegeben sind.
Lo¨sungen: Diese werden bei Aufgaben bzw. Arbeitsauftra¨gen geliefert, die
eine Lo¨sung besitzen. Sie finden sich in den nachfolgenden Unterlagen,
nicht jedoch auf den Kopiervorlagen fu¨r den Unterricht.
Erla¨uterungen: Hier finden Sie Lo¨sungsvorschla¨ge und Erkla¨rungen. Der
Lehrende soll aber auch auf mo¨gliche Probleme bei der Bearbeitung
eines Arbeitsauftrages hingewiesen werden. Es werden Lo¨sungswege
aufgezeigt und Tipps aus fachdidaktischer Sicht gegeben. Auch die
Erla¨uterungen sind nicht auf den Kopiervorlagen abgedruckt.
Wie die einzelnen Aufgaben und Arbeitsauftra¨ge durchgefu¨hrt werden sollen,
ob sie erforderlich fu¨r das Versta¨ndnis der darauffolgenden Arbeitsauftra¨ge
sind, ist im Einzelnen angefu¨hrt.
5.2 Allgemeine Wachstumsmodelle
Die Abschnitte 5.3 und 5.4 verstehen sich als Grundlage fu¨r alle anderen
Unterrichtsmaterialien, die in dieser Arbeit vorgestellt werden. Sie bescha¨fti-
gen sich vorwiegend mit drei elementaren Wachstumsmodellen, na¨mlich mit
dem linearen, dem exponentiellen und dem logistischen Wachstum. Zusa¨tz-
lich werden schrittweise sowohl fu¨r die Unter- als auch fu¨r die Oberstufe
zentrale Begriffe herausgearbeitet, die in den anderen Kapiteln meist ohne
weitere Erkla¨rung verwendet werden. Dazu geho¨ren Ausdru¨cke wie Wachs-
tumsfaktor, Zuwachs, beschra¨nktes und unbeschra¨nktes Wachstum, Freiraum
usw.
Es wird einerseits auf innermathematische Probleme hingewiesen, wie z. B.
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auf die U¨bersetzung (oder besser das Hin- und Herschalten) zwischen dis-
kreten und kontinuierlichen Modellen. Andererseits wird auch thematisiert,
wie Modellergebnisse interpretiert werden mu¨ssen (z. B. bei nichtganzzah-
ligen Populationsgro¨ßen) und wie weit sie in der Wirklichkeit Anwendung
finden. Die Implementierung von einfachen Modellen in eine Tabellenkalku-
lation wird exemplarisch anhand von Excel erkla¨rt.
Es wird versucht, durch mo¨glichst viele Beispiele die Unterschiede der drei
Wachstumsmodelle, allerdings auch deren Gemeinsamkeiten in manchen Be-
reichen aufzuzeigen.
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5.3 Was wa¨chst wie schnell?
Schulstufe: 2. bis 4. Klasse AHS
Mathematische Vorkenntnisse: Dezimalzahlen, Runden, grafisches
Darstellen von Daten
Technische Vorkenntnisse: Grundkenntnisse im Umgang mit Tabel-
lenkalkulationsprogrammen
Zeitbedarf: je nach Bearbeitungstiefe 6 bis 8 Unterrichtseinheiten
Das soll gefo¨rdert werden:
• Lesen, Anfertigen und Interpretieren von Diagrammen
• Kommunikations- und Sprachkompetenzen
• Kenntnisse u¨ber elementare Wachstumsmodelle
• Umgang mit dem PC
• Teamfa¨higkeit
• Bewusstsein, dass Modelle kein vollsta¨ndiges Abbild sondern bes-
tenfalls eine vereinfachende Beschreibung der Natur sind
Lehrplanbezug: Neben vielfa¨ltigen Inhalten, die im Unterstufenlehr-
plan5 in den Teilen Bildungs- und Lehraufgabe sowie Didaktische
Grundsa¨tze angefu¨hrt sind, beruht das nachfolgende Unterrichtsma-
terial vor allem auf den folgenden Bereichen des Lehrstoffes:








Die folgende Grafik veranschaulicht die Abha¨ngigkeiten der Arbeitsauf-
tra¨ge. Es soll von oben nach unten gearbeitet werden. Man beno¨tigt bei-
spielsweise fu¨r den Arbeitsauftrag 6 Informationen und Vorwissen aus den
Arbeitsauftra¨gen 1, 2 und 5. Es ist außerdem angefu¨hrt, ob Computerun-
terstu¨tzung no¨tig ist.
 

































Ein wirklich verru¨ckter Rekord
Im
”
Guiness Buch der Rekorde“ finden sich ha¨ufig recht seltsame Eintra¨ge.
Oftmals versuchen Menschen durch große Anstrengungen oder durch kost-
spielige Erfindungen in dieses Buch aufgenommen zu werden. Andere hin-
gegen lassen einfach die Natur arbeiten, nehmen allerdings dafu¨r einige
Unbequemlichkeiten in Kauf. Wie zum Beispiel der Inder Shridhar Chillal
auf dem Bild unten. Misst man die La¨ngen der fu¨nf Fingerna¨gel seiner
linken Hand und addiert diese, so ergibt sich eine Gesamtla¨nge von 6,15
Metern!
Quelle: tvvn.org, link vom 19.05.2008
Wissenswertes
Natu¨rlich ist es gar nicht so einfach, sich die Na¨gel so lang wachsen zu
lassen. Normalerweise brechen Fingerna¨gel sehr leicht ab, wenn sie erst
einmal eine La¨nge von ein paar Zentimetern erreicht haben. Es bedarf
also spezieller Pflegeprodukte und großer Sorgsamkeit, wenn man einen
solchen Rekord aufstellen will. Und das u¨ber einen sehr langen Zeitraum.
Wir wollen uns u¨berlegen, wie lang wohl Shridhar Chillal dafu¨r gebraucht
hat, um dieses Ziel zu erreichen. Durchschnittlich wa¨chst ein menschlicher
Fingernagel einen Zehntel Millimeter am Tag.
Arbeitsauftrag 1
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
142
Berechnet, wie lang die Fingerna¨gel der linken Hand Shridhar Chillals im
Mittel sind!
Wie viele Millimeter wachsen Fingerna¨gel in einem Monat? Macht dabei die
Vereinfachung
”
1 Monat = 30 Tage“ !
Stellt euch vor, jemand, der gerade 1,5 cm lange Fingerna¨gel hat, will sie
sich jetzt wachsen lassen! Wie lang sind die Fingerna¨gel nach a) einem
b) zwei c) drei Monat(en)?
Wie seid ihr bei der Berechnung vorgegangen?
Erga¨be sich durch die Berechnung in Tagesschritten ein Unterschied im Er-
gebnis? Begru¨ndet eure Antwort! Warum ist es gu¨nstiger, in Monats-
schritten zu rechnen?
Erla¨uterung: Seine Fingerna¨gel sind durchschnittlich 1,23 m lang.
Die Schu¨ler sollen bei der Berechnung den rekursiven Charakter6 dieses Wachs-
tumsprozesses realisieren. Um die La¨nge der Na¨gel zu Beginn des Folgemo-
nats zu berechnen, muss man 3mm zu der La¨nge am Beginn dieses Monats
addieren! Es soll erkannt werden, dass die La¨nge in gleichen Zeitabschnitten
immer um den gleichen Betrag zunimmt. Große Schritte a¨ndern daher nichts
am Ergebnis, verringern aber den Rechenaufwand.
Arbeitsauftrag 2
Bearbeitung: Partnerarbeit, Kontrolle durch den Lehrer
Pflicht
Ihr sollt nun eine Tabellenkalkulation (z. B. Excel) verwenden, um die Fin-
gernagella¨nge nach 100 oder gar 200 Monaten berechnen zu ko¨nnen!
Macht dazu eine Spalte, in der ihr die Zeit in Monaten angebt und
eine Spalte fu¨r die Werte der Fingernagella¨nge! In die Zelle B3 sollt
ihr nun eine Formel eingeben, die aus dem Wert der Zelle B2 (also der
La¨nge der Na¨gel zu Beginn) die La¨nge der Na¨gel nach einem Monat
berechnet!
6Der U¨bergang von Tages- auf Monatsschritte setzt allerdings schon die intuitiv offen-
sichtliche Eigenschaft linearer Prozesse voraus, dass man die Zunahme eines Tages nur
mit 30 multiplizieren muss, um auf die Zunahme in einem Monat zu kommen. Fu¨r diesen
U¨bergang verla¨sst man also eigentlich kurz die rekursive Darstellung.
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Gebt jetzt eine Formel in B4 ein, die die La¨nge mit Hilfe des Wertes aus
B3 berechnet, danach eine Formel in B5, die auf den Wert aus B4
zuru¨ckgreift!
Um nicht jedesmal die Formel neu eingeben zu mu¨ssen, gibt es in Excel
eine einfache Mo¨glichkeit, die Formel einer Zelle in einem Schritt gleich
auf sehr viele Zellen zu u¨bertragen. Markiert dazu die Zelle B3 und
bewegt anschließend die Maus ans rechte untere Eck dieser Zelle, bis
ein kleines schwarzes Kreuz erscheint! Mit gedru¨cker linker Maustaste
ko¨nnt ihr dann nach unten ziehen und so die Formel aus B3 in die
darunter liegenden Zellen u¨bertragen.
Vergewissert euch, dass das Programm richtig gearbeitet hat, indem ihr
euch die entstandenen Formeln in den Zellen B4, B5 usw. anseht!
Erla¨uterung: Das Datenblatt sollte dann etwa so aussehen:
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Aufgabe 1
Mit Hilfe der in Arbeitsauftrag 2 erzeugten Tabelle ko¨nnt ihr nun schon einige
Fragen beantworten!
(a) Wie lang sind die Fingerna¨gel nach 5 Monaten?
(b) Wie lang sind sie nach 2 Jahren?
(c) Wie lange dauert es, bis man Shridhar Chillals Rekord u¨berbieten





(c) 405 Monate, das sind knapp 34 Jahre!
Arbeitsauftrag 3
Bearbeitung: Kleingruppe, kurze Pra¨sentation in der Klasse
freiwillig
Welche Probleme hat Shridhar Chillal wohl in seinem Leben aufgrund sei-
ner langen Fingerna¨gel? Erstellt eine Liste und schreibt dazu, wie schwer-
wiegend diese Probleme eurer Einscha¨tzung nach sind!
Was ko¨nnte ihn eurer Meinung nach dennoch dazu veranlasst haben, diesen
Rekord aufzustellen?
Erla¨uterung: Die Schu¨ler sollen Probleme bei der Arbeitssuche, Partner-
suche, sowie bei allta¨glichen Ta¨tigkeiten diskutieren! Motivation fu¨r einen
solchen Rekord ko¨nnte der finanzielle Anreiz, Beru¨hmtheit oder der Wille
sein, etwas Einzigartiges zu leisten.
Arbeitsauftrag 4
Bearbeitung: Partnerarbeit, Kontrolle durch den Lehrer
freiwillig
Forscht nach! Gibt es auch einen Rekord bezu¨glich der la¨ngsten Haare?
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Wie schnell wachsen Haare?
Erstellt dazu wieder eine Tabelle wie oben!
Welche Fragen ko¨nnte man dazu stellen? Versucht, sie zu beantworten!
Erla¨uterung: Der Rekord der la¨ngsten je gemessenen Haare wurde von
Xie Qiuping aus China aufgestellt. Ihre Haare waren nach u¨ber 30-ja¨hri-
gem Wachstum etwa 5,6 m lang.
Haare wachsen normalerweise etwa 1 Millimeter in 3 Tagen, haben aber meist
eine maximale Lebensdauer von 3 bis 6 Jahren, bevor sie ausfallen. Auch Ge-
schlecht und Jahreszeit spielen dabei eine Rolle.
Arbeitsauftrag 5
Bearbeitung: Partnerarbeit, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Fertigt zu der Tabelle aus Arbeitsauftrag 2 ein Diagramm an! Falls ihr Excel
verwendet, markiert dazu die Daten der ersten 20 Monate und ruft den
Diagrammassistenten auf! Wa¨hlt dann den Diagrammtyp Punkt(XY)
und dru¨ckt auf Fertigstellen!
Wie sind die Achsen zu beschriften?
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Was fa¨llt euch am Verlauf der Punkte im Diagramm auf?
Erla¨uterung: Die Punkte liegen auf einer Geraden.
Wissenswertes
Liegen die Datenpunkte bei einem Wachstumsprozess auf einer Geraden,
so nennt man dieses Wachstum linear. In manchen Fa¨llen ist es sinnvoll
diese Gerade tatsa¨chlich einzuzeichnen, um so Werte zu jedem beliebigen
Zeitpunkt dazwischen ablesen zu ko¨nnen (wie z. B. die Fingernagella¨nge








Ein wichtiges Merkmal von linearem Wachstum ist die Eigenschaft,
dass die betrachtete Gro¨ße (also z. B. die Fingernagella¨nge) in gleichen
Zeitabsta¨nden immer um den gleichen Betrag zunimmt (z. B. jedes Mo-
nat um 3 mm).
Das Durchlegen einer Gerade ist im Fall der Fingernagella¨nge recht prak-
tisch, in anderen Situationen kann es jedoch ratsam sein, sich ein anderes
Bild vorzustellen.
Betrachten wir folgendes Beispiel:
Katrin bekommt von ihrer Großmutter am Beginn jeden Monats 20 Euro
geschenkt, die sie in einem Sparschwein sammelt. Veranschaulicht man
diesen Sachverhalt grafisch, so entsteht folgendes Bild:
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 Wieder liegen also die Punkte offensichtlich auf einer Geraden, es han-
delt sich also um lineares Wachstum. Es wa¨re aber nicht sehr gu¨nstig,
hier die Gerade tatsa¨chlich einzuzeichnen, da man sonst glauben ko¨nnte,
dass sich das Geld auch innerhalb eines Monats vermehrt. Eine in diesem
Fall bessere Version der grafischen Darstellung ist die folgende, die wir
im Gegensatz zur kontinuierlichen Darstellung jetzt diskrete Darstellung
nennen:
 
Hier bleibt offensichtlich das Kapital innerhalb der einzelnen Monate
gleich und a¨ndert sich nur jeweils am Beginn eines neuen Monats (dis-
kret bedeutet ja voneinander getrennt oder einzeln).
Diese Vorstellung eignet sich manchmal auch fu¨r das Wachstum einer
Bevo¨lkerung. Sagt man zum Beispiel:
”
Im Jahr 2005 lebten ca. 8,2 Millio-
nen Menschen in O¨sterreich.“ , so sieht man das als Durchschnittswert fu¨r
das Jahr 2005 an und macht keine Aussage u¨ber die Vera¨nderung inner-
halb dieses Jahres. Gleiches gilt natu¨rlich auch fu¨r Monate, Tage, Stunden,
Minuten, usw. Streng genommen ist Bevo¨lkerungswachstum ja immer dis-




Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Welche Vorstellung, kontinuierlich oder diskret, ist fu¨r die folgenden Situa-
tionen besser geeignet? In welchen Fa¨llen ko¨nnte man sowohl die eine,
als auch die andere verwenden?
• Eine Klasse wird immer gro¨ßer, jedes Jahr kommen zu Schulbeginn
2 neue Schu¨ler dazu.
• Eine Pflanze wa¨chst jedes Monat um etwa 2 Zentimeter.
• Ein Dorf stirbt langsam aus, jedes Jahr hat die Ortschaft um
durchschnittlich 30 Einwohner weniger.
• Ein Tankwart erha¨lt von jedem Kunden durchschnittlich 40 Cent
Trinkgeld, die er in einem Glas sammelt.
• Im Alter von 11 bis 15 Jahren wachsen die meisten Menschen
mehrere Zentimeter pro Jahr.
Gebt jeweils eine Begru¨ndung fu¨r eure Entscheidung an!
Erla¨uterung: Es soll herausgearbeitet werden, dass eine diskrete Darstel-
lung quasi immer mo¨glich ist. Man kann ja aus einem stetigen, also kontinu-
ierlichen Grafen eine endliche Menge an
”
Messpunkten“ herausnehmen und
diese dann fu¨r ein diskretes Modell verwenden (z. B. die Pflanzengro¨ße je-
weils zu Beginn eines Monats). Kontinuierliche Beschreibungen sind jedoch
umgekehrt fu¨r die erste und die vierte Situation nicht geeignet.
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Stammba¨ume
Natu¨rlich laufen nicht alle Wachstumsprozesse linear ab. Es gibt noch viele
andere Mo¨glichkeiten, die Zu- oder Abnahme einer Gro¨ße mathematisch zu
beschreiben. Bakterien etwa vermehren sich durch Zellteilung. Hier wa¨re
ein lineares Modell zur Beschreibung des Wachstums vo¨llig unbrauchbar.
Wie der Name schon verra¨t,
”
teilt“ sich bei diesem Vorgang eine Zelle und
es entstehen 2 identische neue Zellen. Dieser Prozess gliedert sich in meh-
rere Phasen, die von Mikrobiologen schon gut erforscht sind. Fu¨r unsere
Betrachtungen genu¨gt es allerdings vorerst zu wissen, dass sich eine Bak-
terie (1. Generation) nach einer gewissen Zeit in zwei neue (2. Generation)








Wir wollen fu¨r unsere U¨berlegungen annehmen, dass sich die Bakterien
einer Generation immer gleichzeitig teilen, da die Beschreibung sonst zu
kompliziert wird.
Arbeitsauftrag 7
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Wenn man von einer Bakterie in der ersten Generation ausgeht, wie viele
leben dann in der a) zweiten, b) dritten, c) vierten und d) fu¨nften
Generation?
Wie seid ihr bei der Berechnung vorgegangen?
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Erla¨uterung:Wieder soll durch diesen Arbeitsauftrag der Einsatz einer Ta-
bellenkalkulation vorbereitet werden, deren Sta¨rke ja die rekursive Berech-
nung ist.
Arbeitsauftrag 8
Bearbeitung: Partnerarbeit, Kontrolle durch den Lehrer
Pflicht
Verwendet eine Tabellenkalkulation (z. B. Excel), um die Anzahl der Bak-
terien in der 20. oder gar in der 30. Generation berechnen zu ko¨nnen!
Macht dazu eine Spalte, in der ihr die Generationen (1 bis 30) angebt
und eine Spalte fu¨r die Anzahl der Bakterien in dieser Generation! In
die Zelle B3 sollt ihr nun eine Formel eingeben, die aus dem Wert der
Zelle B2 (also der Anzahl der Bakterien in der 1. Generation) die An-
zahl der Bakterien in der 2. Generation berechnet!
Gebt jetzt eine Formel in B4 ein, die die Bakterienzahl der 3. Generation
mit Hilfe des Wertes aus B3 berechnet, danach eine Formel in B5, die
auf den Wert aus B4 zuru¨ckgreift!
Verwendet jetzt wieder die einfache Methode des Formelu¨bertragens und
fu¨llt so die Zellen B6 bis B31!
Vergewissert euch, dass das Programm richtig gearbeitet hat, indem ihr
die entstandenen Formeln in den Zellen B6, B7 usw. kontrolliert!
Erla¨uterung: Das Datenblatt sollte etwa so aussehen:
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Arbeitsauftrag 9
Bearbeitung: Partnerarbeit, Besprechung in der Klasse
Pflicht
Fertigt zu der Tabelle aus Arbeitsauftrag 8 ein Diagramm an! Falls ihr
Excel verwendet, markiert dazu die Daten der ersten 10 Generationen
und ruft den Diagrammassistenten auf! Wa¨hlt dann den Diagrammtyp
Punkt(XY) und dru¨ckt auf Fertigstellen!
Wie sind die Achsen zu beschriften?
Was fa¨llt euch am Verlauf der Punkte auf?
Ist es sinnvoll, die Punkte im Diagramm zu verbinden? Begru¨ndet!
Was passiert auf lange Sicht gesehen? Erscheint euch dieses Wachstum rea-
listisch?
Erla¨uterung: Der Zuwachs pro Zeitschritt ist nun abha¨ngig vom derzeitigen
Bestand an Bakterien.
Das Verbinden der Datenpunkte ist hier nicht sinnvoll, da wir vorausgesetzt
haben, dass es sich um getrennte Generationen handelt, deren Angeho¨rige
sich alle zum gleichen Zeitpunkt teilen.
Exponentielles Wachstum ist unbegrenzt und daher nur u¨ber gewisse Zeit-
ra¨ume realistisch. Das begrenzte oder logistische Wachstum wa¨ren Mo¨glich-
keiten, dieses ungewu¨nschte Resultat zu verhindern.
152
Wissenswertes
Wachstumsprozesse, bei denen die betrachtete Gro¨ße (z. B. die Anzahl
der Bakterien) in gleichen Zeitabsta¨nden immer mit dem gleichen Faktor,
dem sogenannten Wachstumsfaktor, zunimmt, nennen wir exponentielle
Wachstumsprozesse. In unserem Beispiel verdoppelt sich die Bakterienzahl
in jeder Generation, der Wachstumsfaktor ist hier also 2. Die Zellteilung
ist daher ein Beispiel fu¨r exponentielles Wachstum.
Sie ist deshalb so interessant, weil sie praktisch bei allen Lebewesen vor-
kommt, wie etwa auch beim Menschen. Verletzt du dich z. B. an der Hand,
so wird durch Zellteilung neues Gewebe gebildet. Und zwar im Normalfall
so lange, bis die Wunde wieder geschlossen ist. Es wird hier also die Ver-
mehrung der Zellen rechtzeitig wieder gebremst.
Es kann jedoch durch einen Defekt in den Erbanlagen leider auch pas-
sieren, dass dieser Bremseffekt nicht einsetzt und sich Zellen ungehin-
dert weiter teilen ko¨nnen. Das fu¨hrt dazu, dass sich Wucherungen bilden,
die angrenzendes, gesundes Gewebe verdra¨ngen oder zersto¨ren ko¨nnen.
Man spricht in diesem Fall von der Erkrankung Krebs, die leider eine der
ha¨ufigsten Todesursachen des Menschen ist.
Arbeitsauftrag 10
Bearbeitung: Kleingruppe, Pra¨sentation in der Klasse
freiwillig
Informiert euch daru¨ber, welche Organe des Menschen von Krebs befallen
werden ko¨nnen, wie viele Menschen in O¨sterreich (oder weltweit) an
dieser Erkrankung leiden und wie viel Prozent von ihnen geheilt wer-
den ko¨nnen! Wie? Gibt es Maßnahmen, wie Krebs verhindert werden
kann? Stellt selbst Fragen, die euch interessieren und versucht, sie zu
beantworten!
Erstellt eine (kurze) Zusammenfassung und referiert sie vor eurer Klasse!
Erla¨uterung: Falls es mehrere Gruppen gibt, die sich mit diesem Arbeits-
auftrag befassen wollen, kann man das zweifellos sehr breite Referatsthema
je nach Interesse auch in kleinere Gebiete unterteilen. Fa¨cheru¨bergreifender
Unterricht mit Biologie bietet sich an.
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5.4 Wie wachsen Menschen und ihre Bevo¨lke-
rungen?
Schulstufe: Oberstufe AHS
Technische Vorkenntnisse: Grundkenntnisse im Umgang mit Tabel-
lenkalkulationsprogrammen
Zeitbedarf: je nach Bearbeitungstiefe 3 bis 4 Unterrichtseinheiten
Das soll gefo¨rdert werden:
• Lesen, Anfertigen und Interpretieren von Diagrammen
• Kommunikations- und Sprachkompetenzen
• Kenntnisse u¨ber elementare Wachstumsmodelle
• Umgang mit dem PC
• Teamfa¨higkeit
Lehrplanbezug: Neben vielfa¨ltigen Beitra¨gen zu den Bildungsbereichen
Mensch und Gesellschaft, Gesundheit, Natur und Kreativita¨t bietet
das vorliegende Material einen Rahmen fu¨r folgende mathematische
Themengebiete, die in der Oberstufe bearbeitet werden sollen:









Die folgenden Arbeitsauftra¨ge sollen nach Mo¨glichkeit in der dargebote-
nen Reihenfolge bearbeitet werden. Computereinsatz ist fu¨r die Arbeits-
auftra¨ge 4 und 5 no¨tig, fu¨r Arbeitsauftrag 6 lediglich hilfreich.
Nichts kann unendlich groß werden
In der Natur, aber auch in der Wirtschaft, den Naturwissenschaften oder
der Soziologie gibt es verschiedene Arten von Wachstum. Es ist zum Bei-
spiel von Interesse, ob das Wachstum einer Gro¨ße gleichma¨ßig verla¨uft, ob
die Gro¨ße scheinbar bis ins Unendliche wa¨chst (unbegrenztes Wachstum)
oder ob ein Sa¨ttigungseffekt eintritt, der das Wachstum bremst (begrenz-
tes Wachstum).
Es gibt im Wesentlichen drei grundlegende mathematische Modelle, mit
denen sich schon sehr viele Wachstumsprozesse relativ gut beschreiben
lassen.
Modell des lineares Wachstums: Die betrachtete Gro¨ße nimmt in
gleichen Zeitabsta¨nden immer um den gleichen absoluten Betrag
zu/ab, unabha¨ngig vom derzeitigen Wert der Gro¨ße. Beispiele wa¨ren
das Befu¨llen einer Badewanne, das Wachstum von Haaren oder Fin-
gerna¨geln, das Abbrennen einer Kerze oder die Telefonkosten in
Abha¨ngigkeit der Gespra¨chsdauer.
Modell des exponentiellen Wachstums: Die Gro¨ße nimmt in glei-
chen Zeitabsta¨nden immer um denselben relativen Anteil des der-
zeitigen Bestandes zu/ab. Der absolute Zuwachs ist also bestands-
abha¨ngig: Derselbe Prozentsatz macht bei einem großen Grundwert
eben mehr aus, als bei einem kleinen. Das Wachstum einer Bakteri-
enkultur, das Anwachsen eines verzinsten Kapitals oder das Wachs-
tum von Pflanzen kann zumindest in der Anfangsphase durch dieses
Modell beschrieben werden.
Modell des logistischen Wachstums: Hier ist die Zunahme einer
Gro¨ße sowohl vom derzeitigen Bestand, als auch vom noch vorhande-
nen
”




Schon allein das Ko¨rperwachstum des Menschen ist nicht besonders re-
gelma¨ßig und verla¨uft in mehreren unterschiedlichen Phasen. Ein typisches


























Selbst das Gro¨ßenwachstum eines Kindes im Mutterleib ist zu komplex,
um es nur durch eines der drei oben angefu¨hrten Modelle sinnvoll be-
schreiben zu ko¨nnen. Die folgende Abbildung zeigt das Gro¨ßenwachstum
des Menschen in den 9 Schwangerschaftsmonaten, wobei alle 2 Wochen

























Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Das Wachstum des Kindes im Mutterleib la¨sst sich grob in zwei unterschied-
liche Phasen teilen. Zu welchem Zeitpunkt wu¨rdet ihr die Trennlinie
ziehen?
Beschreibt den Verlauf der beiden Phasen! Worin liegt der Unterschied?
Macht dabei Aussagen u¨ber das Ausmaß der Zunahme in jedem Zeit-
schritt!
Vergleicht eure Formulierungen mit den Beschreibungen der oben genann-
ten Modelle! Welches Modell scheint zu welcher Phase zu passen?
Erla¨uterung: Etwa bis zur 18. Woche nehmen die Zuwa¨chse von Schritt zu
Schritt immer mehr zu:
”
Je gro¨ßer das Kind, desto schneller wa¨chst es.“ Ab
der 18. Woche nimmt der Zuwachs pro
”
Doppelwoche“ wieder ab und bleibt
danach konstant. Das Kind wa¨chst in dieser Phase ziemlich gleichma¨ßig,
unabha¨ngig von der derzeitigen Gro¨ße.
Die erste Phase kann also durch das exponentielle, die zweite Phase durch
das lineare Modell gut angena¨hert werden.
Arbeitsauftrag 2
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Ihr sollt nun zuna¨chst die zweite Phase betrachten! Was fa¨llt euch an den
Datenpunkten auf?
Gibt es eine mathematische Regelma¨ßigkeit bei der Zunahme der Ko¨rper-
gro¨ße? Welche?
Gebt eine Formel an, wie man aus der Ko¨rpergro¨ße Gt am Ende der Woche
t die Ko¨rpergro¨ße Gt+1 am Ende der folgenden Woche berechnen kann!
Wie gut passt diese Formel zu den gemessenen Datenpunkten?
Erla¨uterung: Es fa¨llt auf, dass die Datenpunkte anna¨hernd auf einer Gera-
den liegen. Dabei nimmt die Ko¨rpergro¨ße alle 2 Wochen um etwa den selben
Betrag zu, na¨mlich um 2, 5 cm. Das liefert die Formel Gt+2 = Gt + 2, 5 oder
Gt+1 = Gt + 1, 25.
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Wissenswertes
Nimmt eine beobachtete Gro¨ße Nt in gleichen Zeitabsta¨nden immer um
den gleichen festen Betrag d zu (bzw. ab), so nennt man das zugrunde
liegende Wachstum (bzw. die Abnahme) linear. Es gilt dann also Nt+1 =

















Ob und wenn ja wie es sinnvoll ist, die Punkte zu verbinden, ha¨ngt
von der Situation ab, die durch das lineare Modell beschrieben werden











Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Wir wenden uns jetzt den Datenpunkten der ersten Phase zu. Gibt es auch




Was passiert, wenn man nur die Ko¨rpergro¨ßen nach der 4., 8., 12. und 16.
Woche betrachtet? Ergibt sich hier eine a¨hnliche Regelma¨ßigkeit?
Angenommen man interessiert sich nun auch fu¨r die Ko¨rpergro¨ße am Ende
einer ungeraden Woche (also der 5., 7., . . . , 17. Woche). Wie ko¨nnte
man
”
brauchbare“ Werte zumindest ungefa¨hr ermitteln? Geht bei der
Berechnung so vor, dass wieder die obige Regelma¨ßigkeit auftritt, dies-
mal eben fu¨r 1-Wochen-Schritte!
Erla¨uterung: Die Ko¨rpergro¨ße wird alle 2 Wochen um etwa den Faktor 1, 6
gro¨ßer. Das stimmt bis zum Ende des 14. Monats ganz gut (weniger als 5%
Fehler).
Betrachtet man nur jede vierte Woche, so wachsen die Ko¨rpergro¨ßen mit dem
Faktor 1, 62 ≈ 2, 5.
Um auf die Werte am Ende der ungeraden Wochen zu kommen, muss man
einen geeigneten Faktor a finden, sodass gilt: Gt+1 = a ·Gt. Man sucht also
einen Faktor, der zweimal angewendet ca. 1, 6 ergibt, also a ≈ √1, 6 ≈ 1, 26.
Dieser Zusammenhang zwischen den drei gesuchten Faktoren soll natu¨rlich
auch im Klassengespra¨ch thematisiert werden.
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Wissenswertes
Nimmt eine beobachtete Gro¨ße Nt in gleichen Zeitabsta¨nden immer um
den gleichen relativen Anteil p zu (bzw. ab), so nennt man das zugrunde
liegende Wachstum (bzw. die Abnahme) exponentiell. Es gilt dann also
Nt+1 = nt + p ·Nt = Nt · (1 + p).
Setzen wir q = 1 + p, so folgt
Nt+1 = Nt · q.
Wir nennen im Folgenden den Faktor q den Wachstumsfaktor. Insbeson-
dere auch dann, falls q < 1 und damit p < 0 gilt, obwohl in diesem Fall die



































Diese beiden Vorstellungen solltet ihr also immer im Hinterkopf haben,
wenn ihr an exponentielles Wachstum denkt. Zu beachten ist natu¨rlich,
dass sowohl das lineare als auch das exponentielle Wachstum (wenn q > 1)
unbegrenzt sind. Das bedeutet, dass die betrachtete Gro¨ße in diesen Mo-
dellen u¨ber jede noch so große vorgegebene Zahl wa¨chst, wenn man nur
lange genug wartet. Das ist natu¨rlich fu¨r biologische Situationen ziemlich
unbefriedigend. Weder irgendwelche Ko¨rpergro¨ßen, noch die Anzahl von
Tieren irgendeiner Art ko¨nnen ungehindert bis ins Unendliche wachsen.
Immer gibt es durch Ressourcenmangel, Platzmangel, Sa¨ttigungswerte
oder das vorzeitige Abbrechen eines Wachstumsprozesses (z. B. durch
Tod) natu¨rliche Barrieren.
Selbstversta¨ndlich fragt man sich nun, welchen Sinn denn die bisher be-
trachteten Modelle u¨berhaupt fu¨r das Verstehen des Wachstumsprozesses
gehabt haben.
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Man ha¨tte auch ohne diese Modellu¨berlegungen die Gro¨ße des Kindes im
Mutterleib zu jedem beliebigen Zeitpunkt genau genug scha¨tzen ko¨nnen.
Andererseits hat man durch die Behandlung der bisherigen Arbeitsauf-
tra¨ge aber schon einiges u¨ber mathematische Modelle und u¨ber ihr
”
In-
nenleben“, ihre Struktur, ihre
”
Muster“, ihre Darstellungen und Zusam-
menha¨nge gelernt. Ein typisches Anliegen und Ziel von Mathematik ist ja
gerade, nicht nur oberfla¨chlich zu beschreiben, sondern Sachverhalte und
Pha¨nomene zu analysieren und zu verstehen.
Modelle sind zwar immer nur Vereinfachungen realer Sachverhalte, man
kann aber mit ihnen Situationen erkla¨ren, sehr pra¨gnant beschreiben und
manchmal auch unbekannte Entwicklungen voraussagen. Außerdem bilden
das lineare und das exponentielle Modell die Grundlage vieler anderer Mo-
delle, die fu¨r die Biologie und andere Wissenschaften wichtige Erkla¨rungen
liefern und interessante Prognosen erlauben.
Beispielsweise la¨sst sich durch eine kleine Aba¨nderung des exponentiel-
len Wachstums schon ein viel realistischeres Modell fu¨r viele Wachstums-
vorga¨nge finden, wie etwa fu¨r die Bevo¨lkerungsentwicklung der Erde.
Arbeitsauftrag 4
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Die Bevo¨lkerung der Erde nimmt derzeit (Stand 2005) durch Geburten ja¨hr-
lich um etwa 2,0% zu (Geburtenrate), wa¨hrend sie durch Todesfa¨lle um 0,9%
abnimmt (Sterberate).
Gib eine Formel zur Berechnung von Nt+1 (Bevo¨lkerungsgro¨ße nach t + 1
Jahren) aus Nt (Bevo¨lkerungsgro¨ße nach t Jahren) an!
Forme das Ergebnis so um, dass man erkennt, dass es sich um exponentielles
Wachstum handelt! Wie groß ist der Wachstumsfaktor?
Stelle den Verlauf der Bevo¨lkerungsgro¨ße u¨ber einen Zeitraum von 50 Jah-
ren mit einer Tabellenkalkulation dar (zuerst mittels Tabelle, dann gra-
fisch)! Beginne dabei mit 6,5 Milliarden Menschen im Jahr 2005!
Wie sind die nichtganzzahligen Werte fu¨r die Bevo¨lkerungsgro¨ße zu inter-
pretieren?
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Wie sieht die langfristige Entwicklung der Bevo¨lkerungsgro¨ße in diesem Mo-




Erla¨uterung: Die Formel muss
Nt+1 = Nt + 0, 02 ·Nt − 0, 009 ·Nt
lauten und kann in die Form
Nt+1 = Nt · q
gebracht werden, wenn man
q = 1 +Geburtenrate− Sterberate = 1 + 0, 02− 0, 009 = 1, 011
setzt. Es ergibt sich also exponentielles, unbegrenztes Wachstum, das auf-
grund der begrenzten Kapazita¨t der Erde unrealistisch ist.
Die nichtganzzahligen Werte ergeben auf den ersten Blick keinen Sinn, da
es ja immer nur ganzzahlige Bevo¨lkerungsgro¨ßen geben kann. Nachdem das
Modell aber ohnehin nur na¨herungsweise Beschreibungen bzw. Prognosen
zula¨sst, mu¨ssen die berechneten Werte in jedem Fall noch sinnvoll gerundet
werden.
Wissenswertes
Es gibt verschiedene Prognosen, wie sich die Bevo¨lkerungsgro¨ße der Erde
weiter entwickeln wird. Es kann dabei aber nicht einmal genau angege-
ben werden, wie viele Menschen die Erde u¨berhaupt
”
vertragen“ kann. Zu
halbwegs brauchbaren Abscha¨tzungen kommt man am ehesten, wenn man
betrachtet, wie viele Nahrungsmittel maximal produziert werden ko¨nnen
(derzeit wird beispielsweise Getreide fu¨r etwa 12 Milliarden Menschen an-
gebaut) und wie viele Menschen ho¨chstens auf einem Quadratkilometer
Land leben ko¨nnen.
Experten gehen von einer maximalen Bevo¨lkerungsgro¨ße von 10 bis 20
Milliarden Menschen aus. Wir werden im Folgenden die maximale Anzahl
an Menschen, also die Kapazita¨tsgrenze K der Erde, recht willku¨rlich auf
15 Milliarden festsetzen. Die Differenz aus Kapazita¨tsgrenze und derzeiti-
gem Bestand nennen wir dabei Freiraum.
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Arbeitsauftrag 5
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Vera¨ndert das Modell, das ihr in Arbeitsauftrag 4 mittels Tabellenkalku-
lation erstellt habt so, dass der ja¨hrliche Zuwachs jetzt nicht nur zum
derzeitigen Bestand, sondern auch zum derzeitigen Freiraum proportio-




Was meint ihr? Warum ist es plausibel, den Zuwachs proportional zum noch
vorhandenen Freiraum zu setzen?
Vergleicht den Verlauf des entstehenden Graphen mit dem Graph des ex-
ponentiellen Wachstums! Welchen Unterschied erkennt ihr?
Erscheint euch das neue Modell realistischer? Warum?
Findet weitere Vorga¨nge in der Natur, in der Physik oder in der Wirtschaft,
wo das Wachstum immer schwa¨cher wird, je na¨her man zu einem be-
stimmten Sa¨ttigungswert kommt!
Erla¨uterung: Die Rekursion lautet in diesem Fall
Nt+1 = Nt + a ·Nt · (15−Nt).
Nt ist dabei in Milliarden angegeben.
Diese Gleichung war historisch gesehen der Ausgangspunkt fu¨r die Chaos-
theorie in der Mathematik. Solange der Paramter a klein genug bleibt, ist
der Fixpunkt Nt = K stabil, also insbesondere lokal anziehend. Wa¨chst je-
doch a, so zeigt sich zuerst zu periodischem Verhalten, bei a ≈ 3 kommt
es schließlich zu einer empfindlichen Abha¨ngigkeit vom Startwert, also zu
Chaos7. Und das, obwohl das Wachstum deterministisch festgelegt ist! Das
Gebiet der Chaostheorie kann an dieser Stelle natu¨rlich auch in der Klasse
thematisiert werden.
7Siehe dazu den Abschnitt 3.1.4.
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Wissenswertes
Das Modell, das ihr gerade bearbeitet habt, nennt man logisti-
sches Wachstumsmodell. Es basiert also auf dem Zusammenhang
Nt+1 = Nt + a ·Nt · (K −Nt) und zeigt einen typischen s-fo¨rmigen (sig-
moiden) Verlauf, wenn man den Startwert N0 und die Proportionalita¨ts-














Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Skizziert in geeigneten Koordinatensystemen den mo¨glichen Verlauf der fol-
genden Prozesse! Wie sind die Achsen zu beschriften? Versucht an-
schließend einzuordnen, welche der Vorga¨nge durch welches der drei
Modelle (linear, exponentiell oder logistisch) am besten beschrieben
werden ko¨nnte!
• Vera¨nderung eines Kapitals u¨ber mehrere Jahre, das mit Zinssatz
3% p.a. verzinst wird
• Ansteigen der Lebenserwartung im Laufe des vorigen Jahrhun-
derts in O¨sterreich
• Ko¨rperwachstum in der Puberta¨t
• Bevo¨lkerungszunahme in Afrika in den letzten 20 Jahren
• Ho¨henwachstum eines Baumes
• Anzahl der weltweit mit HIV infizierten Menschen
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Holt gegebenenfalls Informationen dazu ein!
Findet selbst noch einige Situationen, die durch eines der drei Modelle an-
gena¨hert werden ko¨nnten!
Erla¨uterung: Es soll mit diesem Arbeitsauftrag die grafische Veranschauli-
chung verschiedener Prozesse in den Vordergrund gestellt werden. Die Schu¨ler






Zwei vorerst voneinander unabha¨ngige Pha¨nomene waren ausschlaggebend
fu¨r die Entwicklung von Modellen fu¨r Ra¨uber-Beute-Systeme. Zum einen war
das die Beobachtung, dass nach dem Ersten Weltkrieg der Raubfischbestand
in der Adria wesentlich ho¨her war als in den Jahren davor. Natu¨rlich kann das
teilweise durch den Krieg erkla¨rt werden, wo die Fischerei versta¨ndlicherweise
weitestgehend eingestellt war. Aber es blieb trotz dieser Erkla¨rung nach wie
vor offen, warum dieser Umstand die Raubfische viel sta¨rker begu¨nstigt hatte
als die Beutefische1.
Das veranlasste unabha¨ngig voneinander die beiden Mathematiker Alfred
James Lotka und Vito Volterra zu einer mathematischen Beschreibung der
Beziehung zwischen Ra¨ubern und Beutetieren. Das Ergebnis waren die so ge-
nannten Lotka-Volterra- Differentialgleichungen, die in der Folge sehr beru¨hmt
werden sollten. Mit diesemModell konnte auch das zweite beobachtete Pha¨no-
men erkla¨rt werden, na¨mlich die periodischen Schwankungen in den Luchs-
bzw. Schneehasenpopulationen, die von der Hudson’s Bay Company im Zeit-
raum von 1843 bis 1935 aufgezeichnet wurden.
Es werden nun drei Zuga¨nge zum Thema Ra¨uber-Beute-Modelle vorgestellt,
die fu¨r jeweils unterschiedliche Schulstufen, mathematische Vorkenntisse und
zu erlernende Fa¨higkeiten konzipiert sind.
1vgl. HOFBAUER und SIGMUND 1998, S.11
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6.1 Wenn Luchse Hasen jagen
Schulstufe: 2. bis 3. Klasse AHS
Mathematische Vorkenntnisse: Prozentrechnung
Technische Vorkenntnisse: Grundkenntnisse im Umgang mit Tabel-
lenkalkulationsprogrammen, Recherchen im Internet
Zeitbedarf: je nach Bearbeitungstiefe 4 bis 8 Unterrichtseinheiten
Das soll gefo¨rdert werden:
• Lesen und Interpretieren von Diagrammen
• Kommunikations- und Sprachkompetenzen
• Kenntnisse u¨ber Wirkungszusammenha¨nge in der Natur




• Bewusstsein, dass Modelle kein vollsta¨ndiges Abbild sondern bes-
tenfalls eine vereinfachende Beschreibung der Natur sind
• Trainieren von Rechenfertigkeiten (Prozentrechnung)
Lehrplanbezug: Neben vielfa¨ltigen Fertigkeiten, die im Unterstufenlehr-
plan aus dem Jahr 2000 in den Teilen Bildungs- und Lehraufgabe so-
wie Didaktische Grundsa¨tze angefu¨hrt sind, beruht das nachfolgende
Unterrichtsmaterial vor allem auf den folgenden Bereichen des Lehr-
stoffes, die in allen 4 Klassen der Unterstufe angefu¨hrt sind:
• Arbeiten mit Modellen
• Arbeiten mit Zahlen und Maßen
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Reihenfolge
Die folgende Grafik veranschaulicht die Abha¨ngigkeiten der Arbeitsauf-
tra¨ge. Es soll von oben nach unten gearbeitet werden. Man beno¨tigt bei-
spielsweise fu¨r den Arbeitsauftrag 8 Informationen und Vorwissen aus
den Arbeitsauftra¨gen 1, 2 und 7. Es ist außerdem angefu¨hrt, ab welcher





            
              
Arbeitsauftrag 1 
ab 2. Klasse, 
Pflicht 
Arbeitsauftrag 5 
3. Klasse, Pflicht, 
PC 
Arbeitsauftrag 2 
ab 2. Klasse, 
Pflicht, PC 
Arbeitsauftrag 3 
ab 2. Klasse, 
Pflicht 
Arbeitsauftrag 7 
3. Klasse, Pflicht 
 
Arbeitsauftrag 4 






3. Klasse, Pflicht, 
PC 
Arbeitsauftrag 9 
ab 2. Klasse, 
Pflicht 
Das Inselleben auf Neufundland
Heute einmal ein Kaninchen, u¨bermorgen vielleicht Fisch und na¨chste Wo-
che dann ein kleiner Hirsch. So oder so a¨hnlich sieht normalerweise der
”
Speiseplan“ eines erfolgreich jagenden Luchses aus. Sofern es ein solch
vielfa¨ltiges Beuteangebot in seiner Umgebung u¨berhaupt gibt. Die kana-
dischen Luchse auf der Insel Neufundland beispielsweise erna¨hren sich
hauptsa¨chlich von Schneehasen, andere Beutetiere bekommen sie nur sel-
ten zu Gesicht.
Es zahlt sich aus, einen tieferen Blick darauf zu werfen, wie sich diese bei-
den Tierarten gegenseitig beeinflussen. Ihr werdet sehen, man wird dabei
einige interessante Entdeckungen machen.
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Wissenswertes
Die Hudson’s Bay Company - eine kanadische Firma, die mit Fellen han-
delte - hat u¨ber einige Jahrzehnte Aufzeichnungen u¨ber die von der Insel
Neufundland gelieferten Schneehasen- und Luchsfelle gefu¨hrt. Diese Auf-






Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Was wird in dieser Abbildung dargestellt? Erkla¨rt die Bezeichnungen auf
den Achsen! Warum wurden die beiden Diagramme wohl in einer ge-
meinsamen Abbildung dargestellt und nicht getrennt?
Wie viele Schneehasenfelle wurden in den Jahren 1860, 1885 und 1920 un-
gefa¨hr geliefert? Was macht das Ablesen aus dem Diagramm hier so
schwierig?
Wie viele Luchsfelle gab es in diesen Jahren?
In welchen Jahren gab es besonders viele Hasen, wann besonders viele Luch-
se? Notiert je mindestens fu¨nf Zeitra¨ume! Was fa¨llt euch dabei auf?
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Erla¨uterung: In der Abbildung sieht man einerseits die Anzahl der Luchs-
felle und andererseits die Anzahl der Schneehasenfelle, die im Zeitraum von
1843 bis 1935 an die Hudson’s Bay Company geliefert wurden. Dabei ist
die erste Achse die Zeitskala, die zweite Achse gibt die Anzahl der Felle an.
Eine gemeinsame Darstellung ist sinnvoll, da so besser Vergleiche angestellt
werden ko¨nnen. 1860 wurden etwa 25000 Hasen- und 10000 Luchsfelle, 1885
ungefa¨hr 140000 Hasen- und 70000 Luchsfelle und 1920 etwa 55000 Hasen-
und 10000 Luchsfelle an die Hudson’s Bay Company geliefert. Das Ablesen
wird dabei durch die sehr grobe Einteilung der Achsen erschwert.
Besonders viele Hasen gab es in den Jahren um 1855, 1865, 1875, 1885, 1895,
1905, 1910, 1925 und 1935. Es fa¨llt dabei eine gewisse Regelma¨ßigkeit auf.
Außerdem folgen kurz nach den Jahren hoher Hasenbesta¨nde immer Zeiten,
in denen es viele Luchse gab.
Arbeitsauftrag 2
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Versucht zu beschreiben, wie es zu solchen regelma¨ßigen Schwankungen
kommen konnte! Warum vermehren sich die Luchse immer dann, wenn
es gerade viele Hasen gibt? Warum geht die Anzahl dann aber wieder
zuru¨ck?
Gibt es auch in unseren Wa¨ldern solche Schwankungen in den Tierzahlen?
Forsche nach!
Erla¨uterung: Offenbar sind die Bestandszahlen der beiden Tierarten stark
aneinander gekoppelt. Die Anzahl der Luchse ist also abha¨ngig von der An-
zahl der Hasen und umgekehrt. Steigt beispielsweise die Zahl der Hasen, so
haben die Luchse in den darauf folgenden Jahren viel zu fressen und ko¨nnen
sich vermehren. Durch die steigende Anzahl der Luchse sinkt jedoch die Zahl
der Hasen wieder und es kommt zur Konkurrenz der Luchse, die um die
verbleibenden Hasen ka¨mpfen mu¨ssen. Dabei bleibt eine gewisse Zahl von
Ra¨ubern auf der Strecke, was ein Zuru¨ckgehen der Bevo¨lkerungszahl der
Luchse bewirkt. Dadurch wiederum ko¨nnen sich die Hasen erholen und das
Spiel beginnt von vorne.
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Wissenswertes
Hier findet ihr drei erfundene Zeitungsberichte, die auf die Fellstatistik
der Hudson’s Bay Company Bezug nehmen. Dabei haben sich allerdings
einige Fehler eingeschlichen.
Hasenzahl wächst rasant 
 
Erfreuliches gibt es aus Sicht der Jäger zu berichten. 
Es gibt heuer etwa achtmal so viele Schneehasen wie 
noch vor 15 Jahren auf der Insel Neufundland. 
Außerdem scheint es, als ob die Anzahl der Hasen 
auch in den nächsten Jahren noch weiter steigen 
würde. (28. Juli 1895) 
 
 
In ein paar Jahren gibt es keine Hasen mehr 
 
Dramatische Entwicklungen gibt es im Bereich der 
Hasenbestände in den letzten Jahren, berichtet die 
Umweltorganisation „Ein Herz für Tiere“. Ein Sprecher 
der Organisation befürchtet, dass aufgrund der 
starken Rückgänge schon in 2 Jahren keine Hasen 
mehr vorhanden sein werden. So wenige Hasen wie 
heuer habe es überhaupt noch nie gegeben, allein im 
letzten Jahr habe es einen Rückgang von über 100% 
gegeben. Er fordert das Umweltministerium auf, ein 
Jagdverbot für Hasen zu erlassen. (13. März 1935) 
 
 
Immer mehr Luchse 
 
Die Anzahl der Luchsfelle, die der kanadischen 
Pelzhandelsfirma Hudson`s Bay Company heuer 
geliefert wurden, sei im Vergleich zum Jahr 1880, so 
der kanadische Jagdverband, auf das Vierzehnfache 
gestiegen. Es wurden allerdings nur halb so viele 




Pflicht: zumindest einen Zeitungsartikel bearbeiten, die beiden anderen sind
freiwillig
Verfasse einen Leserbrief an die Zeitung, in dem du auf die Zeitungsartikel
kritisch eingehst!
Wie ist es zu den Fehlern gekommen? Was wollten die drei Autoren mit den
Artikeln erreichen?
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Schreibe die Zeitungsmeldungen so um, dass die Informationen richtig sind!
Erla¨uterung: Dieser Arbeitsauftrag eignet sich gut zur Leistungsfeststellung
der Schu¨ler. Es wird einerseits gefordert, dass sie aus dem Diagramm ablesen
ko¨nnen, dass sie emotional gepra¨gte Artikel in sachliche umformen, und dass
sie andererseits analysieren, wie es zu Fehlern beim Ablesen von Diagrammen
kommen kann. Sie sollen so darauf aufmerksam werden, wie eventuell eigene




Was meint ihr: Wie wu¨rde sich der weitere Verlauf der Grafik a¨ndern, wenn
der Luchsbestand mit einem Schlag auf Null zuru¨ckgehen wu¨rde (zum
Beispiel durch Ausrottung durch den Menschen)?
Informiert euch u¨ber die Hudson’s Bay Company! Ist diese Firma eurer
Meinung nach als Quelle fu¨r derartige Daten zuverla¨ssig?
Erla¨uterung: Die erste Frage la¨sst sich natu¨rlich nicht genau beantworten,
es la¨sst sich aber immerhin vermuten, dass das Wachstum der Hasen zu-
mindest fu¨r eine Weile anha¨lt. Es kann daru¨ber spekuliert werden, wie der
weitere Verlauf der
”
Hasenkurve“ aussehen wird und wodurch die Anzahl der
Hasen begrenzt wird.
Durch Recherchen im Internet findet man heraus, dass die Hudson’s Bay
Company eine sehr alte (1670 gegru¨ndete), renommierte Firma ist, die u¨bri-
gens auch heute noch existiert, wenn sie auch mittlerweile nicht mehr mit
Fellen handelt.
Arbeitsauftrag 5
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht: die erste und die dritte Arbeitsanweisung, die zweite ist freiwillig
Die Diagramme der Hudson’s Bay Company zeigen eigentlich nur die Anzahl
der gelieferten Felle, also der geto¨teten Tiere, pro Jahr. Wir wu¨rden
aber viel lieber etwas u¨ber die Anzahl der derzeit lebenden Luchse und
Hasen erfahren. Versucht dazu die folgende Aussage zu begru¨nden:
”
Je
mehr Luchsfelle in einem Jahr von Neufundland an die Hudson’s Bay
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Company geliefert werden, desto mehr Luchse leben auch dort in diesem
Jahr.“ Dasselbe kann man natu¨rlich auch fu¨r die Hasen behaupten.
Das bedeutet, dass die Schwankungen, die wir in der Abbildung gesehen
haben auch bei den lebenden Tieren auftreten. Begru¨ndet diese Aussage
mo¨glichst genau mit Hilfe der Abbildung. Denkt euch zum Beispiel,
dass ja¨hrlich 10% der lebenden Luchse und 10% der lebenden Hasen
den Pelzja¨gern zum Opfer fallen)! Wie wu¨rde dann eine entsprechende
Abbildung fu¨r die lebenden Tiere aussehen?
Wie ko¨nnten na¨herungsweise direkte
”
Messungen“ der derzeitigen Tierbe-
sta¨nde z. B. durch Za¨hlen von Tierbauten in einem bestimmten Gebiet
durchgefu¨hrt werden? Holt dazu (falls no¨tig) Informationen aus dem
Internet ein! Formuliert eine sehr gru¨ndliche Anleitung fu¨r einen Ja¨ger,
der diese Messung vornehmen soll! Versetzt euch in seine Lage und
u¨berlegt, welche Fragen er zur Durchfu¨hrung haben ko¨nnte! Versucht,
diese in eurer Anleitung zu beantworten!
Erla¨uterung: Es erscheint zumindest plausibel, dass die Pelzja¨ger in den
Jahren großer Besta¨nde erfolgreicher waren, als in Jahren mit sehr niedrigen
Tierpopulationen und sich daraus ein (wenn auch nicht unbedingt wie in der
zweiten Fragestellung erwa¨hnter direkt proportionaler) Zusammenhang ab-
leiten la¨sst.
Die Abbildung fu¨r die lebenden Tiere wu¨rde in diesem Fall genauso aussehen
wie die der Tierfelle, allerdings wa¨ren die Zahlen auf der y-Achse mit dem
Faktor 10 multipliziert.
Die Anweisung an den Ja¨ger ko¨nnte z. B. beinhalten, dass er nur ein kleines
Gebiet nach Bauten durchsucht, von deren Anzahl er dann auf das gesamte
Gebiet hochrechnen kann. Weiters mu¨sste er einige Bauten genauer beobach-
ten, um feststellen zu ko¨nnen, wie viele Tiere durchschnittlich in einem Bau
leben. Andere Mo¨glichkeiten zur direkten
”
Messung“ wa¨ren zum Beispiel die




Im folgenden Applet Wenn Luchse Hasen jagen (siehe CD-Rom) kann
























Wachstumsfaktor Hasen   101,88%
Startwert Luchse                     327
Startwert Hasen                      727
Wachstumsfaktor Luchse   98,12%
Dieses Applet versucht, den Sachverhalt, den ihr gerade kennen gelernt
habt, durch ein recht einfaches mathematisches Modell nachzubilden.
Arbeitsauftrag 6
Bearbeitung: Partnerarbeit am PC, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Was ist der Unterschied zwischen den Zeitdiagrammen im Applet und den
Aufzeichnungen der Hudson’s Bay Company?
Experimentiert mit den beiden Parametern Wachstumsfaktor Hasen und
Wachstumsfaktor Luchse! Wie a¨ndern sich die beiden
”
Kurven“ ? Macht
dabei Aussagen u¨ber die Anzahl der Schwankungen im Zeitraum von
1840 bis 1940, u¨ber die Ho¨he der Schwankungen und u¨ber Vera¨nderun-
gen des Verha¨ltnisses aus Hasenzahl zu Luchszahl!
Betrachtet den Fall, bei dem der Startwert der Luchse gleich Null und der
Wachstumsfaktor der Hasen sehr klein (etwa 100,1%) ist! Sind die ent-
stehenden
”
Kurven“ fu¨r diesen Spezialfall realistisch? Begru¨ndet eure
Antwort!
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Erla¨uterung:Der Verlauf der Graphen wirkt kontinuierlicher und regelma¨ßi-
ger, was auf Vereinfachungen bei der Erstellung des Modells hindeutet. Die
Zeitdiagramme ko¨nnen die Wirklichkeit nur anna¨hernd beschreiben und sind
keineswegs ein genaues Abbild derselben. Bei den Aufzeichnungen der Hud-
son’s Bay Company wirkt es manchmal so, als ob die Hasen die Luchse jagen,
da die Maxima der Hasen stellenweise (vor allem in der Zeit um das Jahr
1880) jenen der Luchse hinterherhinken. Man ko¨nnte zwar ein Modell bilden,
das exakter an die Daten passt, dieses ließe sich dann aber nicht ordentlich
biologisch interpretieren.
Je gro¨ßer der Parameter Wachstumsfaktor Hasen wird, desto
• mehr Schwankungen pro festgelegtem Zeitraum gibt es
• kleiner ist die Amplitude (Maximum minus Minimum einer
”
Schwan-
kung“ ) sowohl bei den Hasen als auch bei den Luchsen
• kleiner wird das Verha¨ltnis aus durchschnittlicher Hasenzahl zu durch-
schnittlicher Luchszahl
Je gro¨ßer der Parameter Wachstumsfaktor Luchse wird, desto
• weniger Schwankungen pro festgelegtem Zeitraum gibt es
• gro¨ßer wird die Amplitude bei den Luchsen und desto kleiner wird die
Amplitude bei den Hasen
• gro¨ßer wird das Verha¨ltnis aus durchschnittlicher Hasenzahl zu durch-
schnittlicher Luchszahl
Fu¨r den Fall fehlender Luchse ergibt sich exponentielles Wachstum der Hasen.
Da es durch den Lebensraum oder die Verfu¨gbarkeit von Nahrung natu¨rli-





Material: Zettel, Stift, Aktionskarten, Hasen- und Fu¨chse-
Aufzeichnungsblatt (siehe CD-Rom)
Vorbereitungen: Es werden zwei 2er-Teams gebildet: ein Hasenteam,
das mit 15 Hasen beginnt, und ein Fu¨chseteam, das mit 5 Fu¨chsen
startet. Jedes Team legt sich einen Zettel fu¨r Nebenrechnungen und
das jeweilige Aufzeichnungsblatt bereit.
Beschreibung: Wir werden in diesem Spiel selbst die
”
Hudson’s Bay
Company“ nachahmen und Aufzeichnungen u¨ber die Anzahl von
Hasen und Fu¨chsen machen. Dabei soll auch der Zufall ein wenig
mitspielen, die Aktionskarten entscheiden na¨mlich mit, wie viele Ha-
sen pro Runde durch die Fu¨chse gefressen werden.
Spielrunde: Zu Beginn jeder Spielrunde ziehen die
”
Hasen“ eine Akti-
onskarte vom Hasen-Stapel und die
”
Fu¨chse“ eine vom Fuchs-Stapel.
Danach werden die Anweisungen befolgt und die Ergebnisse in die
Aufzeichnungsbla¨tter eingetragen!
Beispiel: Zu Beginn der ersten Runde sehen die Aufzeichnungsbla¨tter so
aus:
Monat Anzahl Zuwachs Tote Monat Anzahl Zuwachs Tote















Aufzeichnungsblatt Hasen Aufzeichnungsblatt Füchse
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Wenn das Hasenteam jetzt die Anweisungen
”
Wachstum: 40% des derzeitigen Hasenbestandes und
Geto¨tete Hasen: 2% vom derzeitigen Produkt aus Hasen und
Fu¨chsen“
bekommt, so ist zu berechnen:
40% von 15 = 0, 4 · 15 = 6
2% von 15 · 5 = 0, 02 · 15 · 5 = 1, 5 ≈ 2
Nach Rundung auf natu¨rliche Zahlen kann man dann die Anzahl der
Hasen in der na¨chsten Runde wie folgt berechnen:
15 + 6− 2 = 19
Das Fu¨chseteam geht analog vor, etwa:
”
Wachstum: 3% vom derzeitigen Produkt aus Hasen und Fu¨chsen
und
Tote: 20% vom derzeitigen Fuchsbestand“
3% von 15 · 5 = 0, 03 · 15 · 5 = 2, 25 ≈ 2
20% von 5 = 0, 2 · 5 = 1
Die Anzahl der Fu¨chse in der na¨chsten Runde berechnet sich zu
5 + 2− 1 = 6. Die Ergebnisse werden nun eingetragen:
Monat Anzahl Zuwachs Tote Monat Anzahl Zuwachs Tote
1 15 6 2 1 5 2 1














Aufzeichnungsblatt Hasen Aufzeichnungsblatt Füchse
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In der na¨chsten Runde wird also mit 19 Hasen und 6 Fu¨chsen weiterge-
spielt.
Ende: Das Spiel endet, wenn eine der beiden Tierarten ausgestorben ist
(das heißt, wenn einer der Besta¨nde Null oder sogar negativ wird),
oder wenn mindestens 15 Runden gespielt sind.
Arbeitsauftrag 7
Bearbeitung: Gruppe zu 4 Schu¨lern, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Spielt das Ra¨uber-Beute-Spiel!
Fertigt ein Diagramm an, das sowohl den Verlauf der Hasenanzahl als auch
jenen der Fuchsanzahl im Laufe der Zeit zeigt! Auf der x-Achse soll
1 cm einem Monat entsprechen wa¨hrend auf der y-Achse die Anzahl
der Tiere angegeben werden soll. Wa¨hlt eine geeignete Einteilung der
y-Achse!
Pra¨sentiert euer Diagramm der Klasse!
Sind die einzelnen Spiele a¨hnlich verlaufen? Was fa¨llt euch auf und wie er-
kla¨rt ihr es?
Erla¨uterung: Die Hasen sterben bei diesem Spiel fast immer zuerst aus, vor
allem dann, wenn sie anfa¨nglich stark wachsen. Dazu kommt es, da die Be-
standszahlen der Tiere zu Beginn eher gering sind. Das Produkt der beiden ist
also auch eher klein, was zur Folge hat, dass die Hasen nur geringfu¨gig dezi-
miert werden und dadurch ungehindert wachsen ko¨nnen, wa¨hrend die Fu¨chse,
deren Wachstum ja von diesem Produkt abha¨ngt, weniger werden, da vor-
erst der negative Term dominiert. Durch den rasanten Anstieg der Hasenzahl
a¨ndert sich aber die Situation und das Produkt aus Hasen- und Fuchsanzahl
wird rasch sehr groß. Die anfa¨nglich gut gedeihende Hasenbevo¨lkerung nimmt
jetzt sehr rasch ab, wa¨hrend sich die Fu¨chse in gleichem Maße erholen. Ein




   
Arbeitsauftrag 8
Bearbeitung: Partnerarbeit am PC
freiwillig
Im Applet Ra¨uber-Beute-Spiel (siehe CD-Rom) kann man das oben erkla¨rte
Spiel mit nur einem Tastendruck durchspielen lassen und sich den Ver-
lauf ansehen. Wiederholt das Spiel dabei einige Male! Werden eure
Vermutungen aus Arbeitsauftrag 7 besta¨tigt?
Spielt das Spiel nun genau 30 Mal durch und notiert jedesmal, ob die Hasen
innerhalb der ersten 15 Monate aussterben! Berechnet nun, in wie viel
















Zufall“, der vorher durch die Aktionskarten mitgespielt
hat, wird hier durch die Excel-Funktion
”
Zufallszahl“ simuliert. In etwa 80%
der Spiele sterben die Hasen schon innerhalb der ersten 15 Monate aus.
Arbeitsauftrag 9
Bearbeitung: Einzelarbeit
Pflicht: Wa¨hle eine der folgenden Aufgaben!
Schreibe ein Kapitel eines Schulbuches zum Thema Ra¨uber-Beute-Modelle!
Versuche dabei, die wichtigsten Erkenntnisse der letzten Unterrichts-
stunden u¨bersichtlich darzustellen! Du kannst auch eigene Aufgaben
erfinden und Grafiken anfertigen. Achte auf ein ansprechendes Layout
deines Schulbuches! (ca. zwei A4-Seiten)
Stell dir vor, deine Eltern fragen dich, was du in den letzten Mathematik-
stunden gelernt hast! Verfasse eine Antwort (ca. ein bis zwei A4-Seiten),
in der du vom Ra¨uber-Beute-Modell, der Hudson’s Bay Company, dem
Begriff desWachstumsfaktors und den Schwankungen in den Bestands-
zahlen der Tiere berichtest!
Erla¨uterung: Dieser Arbeitsauftrag dient dazu, dass sich die Schu¨ler selbst
einen U¨berblick u¨ber das Erlernte verschaffen. Sie sollen dabei u¨ben, das
Wesentliche zu erkennen, auszuwa¨hlen und in pra¨zisen Formulierungen nie-
derzuschreiben. Das fa¨llt beim ersten Mal bestimmt noch vielen Schu¨lern
sehr schwer, da hier die eigene Aktivita¨t sehr stark in den Vordergrund tritt.
Auch hier besteht eine gute Mo¨glichkeit zur Leistungsfeststellung, da sich
der Lehrer relativ einfach einen U¨berblick daru¨ber verschaffen kann, was die
einzelnen Schu¨ler verstanden und was sie davon auch in ihre Arbeit integriert
haben.
Sollte der Arbeitsauftrag (das gilt vor allem fu¨r die erste Anweisung) fu¨r Ein-
zelarbeit zu schwierig sein, ko¨nnte folgender Vorschlag umgesetzt werden: Als
Hausu¨bung sollen die Schu¨ler erste Entwu¨rfe anfertigen, die Schulbuchseiten
werden aber erst danach im Team im Rahmen des Unterrichts erstellt.
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6.2 Auf den Spuren von Vito Volterra
Schulstufe: 5. bis 6. Klasse AHS
Mathematische Vorkenntnisse: exponentielles Wachstum, Funktio-
nen
Technische Vorkenntnisse: Grundkenntnisse im Umgang mit Tabel-
lenkalkulationsprogrammen
Zeitbedarf: je nach Bearbeitungstiefe 5-8 Unterrichtseinheiten
Das soll gefo¨rdert werden:
• Lesen und Interpretieren von Diagrammen
• Kommunikations- und Sprachkompetenzen
• Bewerten und Verbessern von Modellen
• Umgang mit dem PC
• Selbstorganisation
• Teamfa¨higkeit
• Bewusstsein, dass Modelle kein vollsta¨ndiges Abbild sondern bes-
tenfalls eine vereinfachende Beschreibung der Natur sind
• Umgang mit Funktionen und rekursiven Darstellungen von Folgen








Die folgende Grafik veranschaulicht die Abha¨ngigkeiten der Arbeitsauf-
tra¨ge. Es soll von oben nach unten gearbeitet werden. Man beno¨tigt bei-
spielsweise fu¨r den Arbeitsauftrag 8 Informationen und Vorwissen aus den
Arbeitsauftra¨gen 1, 2, 3, 5 und 6. Es ist außerdem angefu¨hrt, ab welcher
Klasse ein Arbeitsauftrag durchgefu¨hrt werden kann und ob Computer-
einsatz notwendig ist.
                                                                
 
                                                       
Arbeitsauftrag 1 
ab 5. Klasse, Pflicht, PC 
Arbeitsauftrag 3 
+Aufgabe 4 
ab 5. Klasse, Pflicht, PC 
Arbeitsauftrag 2 
+Aufgaben 1, 2 und 3 
ab 5. Klasse, Pflicht, PC 
Arbeitsauftrag 5 
ab 5. Klasse, Pflicht 
 
Arbeitsauftrag 6 
6. Klasse, Pflicht, PC 
Arbeitsauftrag 7 
6. Klasse, freiwillig, PC 
Arbeitsauftrag 8 
6. Klasse, freiwillig, PC 
Arbeitsauftrag 4 
ab 5. Klasse, freiwillig 
Arbeitsauftrag 9 
ab 5. Klasse, 
Pflicht 
Eine seltsame Entdeckung
Die Fischer in der italienischen Hafenstadt Ancona haben am Ende des
ersten Weltkrieges eine ganz verblu¨ffende Entdeckung gemacht. Nachdem
sie wa¨hrend der Kriegsjahre das Fischen fast vollkommen eingestellt hat-
ten, war jetzt der Anteil der Raubfische an der Gesamtfischzahl wesentlich
ho¨her als vor dem Krieg. Sie konnten sich dieses Pha¨nomen nicht erkla¨ren.
Wieso sollte sich das Verha¨ltnis aus Raubfischen und Beutefischen a¨ndern?
Hatte der Krieg etwas damit zu tun? Wu¨rden die Beutefische in Zukunft
noch weniger werden? Einer der Fischer hatte schließlich die Idee, seinen
Schwiegervater mit diesem Problem zu konfrontieren. Dieser war na¨mlich
ein angesehner Mathematiker. Sein Name war Vito Volterra.
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Wissenswertes
Vito Volterra hat sich also an die Arbeit gemacht, um zu einer mathema-
tischen Beschreibung der Situation zu kommen. Das Excel-Applet Auf den
Spuren von Vito Volterra 1 (siehe CD-Rom) beinhaltet jenes Modell, das
er zu diesem Zweck entwickelt hat. Es stellt das Zusammenspiel von Beu-
























Wachstumsfaktor Beute   101,88%
Startwert Luchse                     327
Startwert Hasen                      727
Wachstumsfaktor Räuber   98,12%
Arbeitsauftrag 1
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Betrachtet zuerst die Zeitdiagramme! Was beschreiben die beiden
”
Kur-
ven“? Welche Auffa¨lligkeiten sind zu erkennen? Wie wu¨rde der weitere
Verlauf der Diagramme aussehen?
Wie ko¨nnt ihr euch die Schwankungen erkla¨ren? Tipp: Um einen besseren
Einblick in das Modell zu bekommen, ko¨nnt ihr auch die Schieberegler
beta¨tigen und dabei die entstehenden Vera¨nderungen im Zeitdiagramm
beobachten. Vervollsta¨ndigt dabei auch folgende Sa¨tze:
Wenn die Anzahl der Beutefische gerade sehr hoch ist, so . . . . . . . . . die
Anzahl der Raubfische in den darauffolgenden Monaten. Wenn es ge-
rade sehr viele Ra¨uber gibt, dann . . . . . . . . . die Anzahl der Beutefische.
Eine Schwankung dauert immer etwa . . .Monate.
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Kommt euch dieses Modell realistisch vor? Unter welchen Voraussetzun-
gen? Begru¨ndet eure Antworten!
Erla¨uterung: Es sind starke Schwankungen der beiden Tierpopulationen
zu sehen, die in regelma¨ßigen Absta¨nden passieren. Die Maxima der Raub-
fischpopulation
”
hinken“ jenen der Beutefischpopulation zeitlich ein wenig
hinterher.
Das kann man folgendermaßen erkla¨ren: Die Ra¨uber sind auf das Vorhanden-
sein von Beute angewiesen. Gibt es viele Beutefische, so haben die Raubfische
viel zu fressen und ko¨nnen sich dadurch stark vermehren. Das hat aber zur
Folge, dass immer mehr Beutefische gefressen werden und dass dadurch de-
ren Anzahl sinkt. Wenn es allerdings nur noch wenige Beutefische gibt, so
verenden auch wieder die Raubfische, da sie nun nicht mehr genug Nahrung
haben. Bei einer geringen Anzahl an Ra¨ubern haben dann die Beutefische
wieder die Mo¨glichkeit sich zu erholen und das Spiel beginnt von vorne.
Realistisch kann es nur dann sein, wenn eine Raubtierart sehr stark vom
Vorhandensein einer bestimmten Beutetierart abha¨ngt. Allerdings ist zu be-
tonen, dass dies ein sehr vereinfachtes und daher nur beschra¨nkt fu¨r die
Realita¨t gu¨ltiges Modell sein kann.
Und noch eine Entdeckung
Solche Schwankungen von Tierpopulationen kommen tatsa¨chlich in der
Natur vor. Und zwar nicht nur bei Raub- und Beutefischen in der Adria,
sondern beispielsweise auch auf der Insel Neufundland. Hier erna¨hren
sich Luchse nur von einigen wenigen Beutetierarten, unter anderem von
Schneehasen. Die Hudson’s Bay Company, eine renommierte Handelsfirma
fu¨r Tierfelle, hat diesbezu¨glich Aufzeichnungen u¨ber die aus Neufundland
gelieferten Pelze im Zeitraum von 1845 bis 1935 gefu¨hrt. Dabei ist ein sehr






Wir wollen das oben betrachtete Modell jetzt ein wenig genauer durch-
leuchten. Dazu habt ihr in der Bearbeitung des Excel-files Auf den Spuren
von Vito Volterra 2 Gelegenheit. Es befinden sich darin vier Datenbla¨tter
(Exponentielles Wachstum, Ra¨uber-Beute 1, Logistisches Wachstum und
Ra¨uber-Beute 2).
Arbeitsauftrag 2
Bearbeitung: Einzel- oder Partnerarbeit
Pflicht
Exponentielles Wachstum kennt ihr schon vom Thema Zinseszinsrechnung.
Das erste Datenblatt Exponentielles Wachstum befasst sich – wie der
Name schon verra¨t – mit exponentiellem Wachstum von Beutefischen
und exponentiellem Ru¨ckgang von Raubfischen. Versucht herauszufin-
den, wie dabei gerechnet wurde! Tipp: Klickt auf die Zellen B3 und C3































































Erla¨uterung: Ziel ist es, die rekursiven Darstellungen
Bn+1 = Bn + 0, 1 ·Bn
Cn+1 = Cn − 0, 06 · Cn
zu erkennen.
Aufgabe 1







(a) In welchem Monat u¨berschreitet die Beutetieranzahl das Zehnfache
bzw. das Hundertfache ihres Ausgangswertes?
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(b) Vergro¨ßere den relativen monatlichen Zuwachs der Beutefische auf das
Doppelte! Tipp: Man kann hier eine große Sta¨rke von Excel ausnut-
zen. Vera¨ndere dazu die Formel in der Zelle B3, bewege die Maus zur
rechten unteren Ecke dieser Zelle (bis ein kleines Kreuz erscheint) und
ziehe dann mit gedru¨ckter Maustaste nach unten bis zur Zelle B52!
Dadurch wird die in Zelle B3 eingegebene Formel in die unteren Zellen
u¨bertragen. Wann wird diesmal das Zehnfache bzw. das Hundertfache
des Startwerts erreicht?
(c) Ist diese Art von Wachstum realistisch?
Lo¨sung:
(a) Im 25. bzw. im 49. Monat
(b) Schon im 13. bzw. im 26. Monat
(c) In der Natur ist exponentielles Wachstum unrealistisch, da Wachstum
immer durch a¨ußere Einflu¨sse, wie das Fehlen von Ressourcen, Platz
oder Nahrung begrenzt wird.
Aufgabe 3
(a) Gib fu¨r das Beutewachstum eine Formel an, mit der man die Anzahl
der Beutetiere Bt am Ende eines beliebigen Monats t berechnen kann!
Tipp: U¨berlege zuerst, wie man B1 aus B0 berechnen kann, danach wie
man B2 aus B0 berechnen kann, usw. Bist du bei B4 angelangt, sollte es
dir mo¨glich sein, eine Formel zu finden, wie man Bt aus B0 berechnen
kann.
(b) Wie in (a), jetzt aber fu¨r die Raubfische.
(c) Berechne mit den in (a) und (b) erhaltenen Formeln die Anzahl der
Beutefische bzw. Raubfische nach 30 Monaten und vergleiche deine
Ergebnisse mit der Tabelle am Excel-Datenblatt! Was fa¨llt dir dabei
auf?
Lo¨sung:
(a) Bt = 20 · 1, 1t, t . . . Zeit in Monaten
(b) Ct = 30 · 0, 94t, t . . . Zeit in Monaten
(c) B30 = 348, 99, C30 = 4, 69; Die Werte in der Excel-Tabelle sind (sinn-
vollerweise) auf ganze Zahlen gerundet.
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Arbeitsauftrag 3
Bearbeitung: Partnerarbeit, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Die Anzahl der Raubtiere hat im ersten Datenblatt noch keinen Einfluss
auf das Wachstum der Beutetiere ausgeu¨bt. Genauso wenig wurde der
Ru¨ckgang der Ra¨uber in irgendeiner Weise vom Vorhandensein von
Beutetieren gebremst. Das wollen wir im na¨chsten Schritt a¨ndern. Be-
trachtet das Ra¨uber-Beute-Modell am Datenblatt Ra¨uber-Beute-1 ! Hier
findet sich eine vereinfachte Version des Modells, das ihr schon vorher
bearbeitet habt. Ihr sollt nun herausfinden, inwiefern sich die beiden
Tierarten in diesem Modell beeinflussen. Betrachtet dazu wieder zuerst
die Zellen B3 und C3!
Welche Fragen dra¨ngen sich sonst noch auf? Vergleicht zum Beispiel dieses
Modell mit jenem am Datenblatt Exponentielles Wachstum! Versucht

















Erla¨uterung:Durch die zusa¨tzlichen Terme−0, 002·B2·C2 und +0, 001·B2·
C2 ist die Anzahl der Beutefische natu¨rlich nicht mehr nur davon abha¨ngig,
wie viele Beutefische es im vorigen Monat gab, sondern auch davon, wie vie-
le Raubfische vorhanden waren. Analoges gilt fu¨r die Anzahl der Raubfische.
Dadurch wirkt nun die eine Population auf die andere und umgekehrt.
Weitere Fragen ko¨nnten sein: Warum kommt es durch den gegenseitigen Ein-
fluss zu Schwankungen? Was passiert auf lange Sicht? Warum sterben die
Ra¨uber in diesem Modell nicht aus? Usw.
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Wissenswertes
Wir wollen das eben betrachtete Modell noch einmal genauer unter die
Lupe nehmen. Die Beutetieranzahl im Folgemonat ha¨ngt also von der
Beutetieranzahl und der Raubtieranzahl im Moment ab, das la¨sst sich
mathematisch wie folgt darstellen:
Bt+1 = Bt + 0, 05 ·Bt − 0, 002 ·Bt · Ct,
oder ganz allgemein:
Bt+1 = Bt + a ·Bt − b ·Bt · Ct,
wobei Bt die Anzahl der Beutetiere und Ct die Anzahl der Raubtiere am
Ende des Monats t beschreibt und 0 < a, b < 1 gelten soll.
Wir werden jetzt genauer darauf eingehen, was den Verfasser dieses
Modells dazu veranlasst hat, den Term −b · Bt · Ct in das Modell
einzubauen. Das werden wir auf 2 Arten machen.
1. Interpretation: Wir fragen uns also, welche biologische Bedeutung
der Ausdruck b ·Bt ·Ct hat, denn schließlich wurde das Modell ja erstellt,
um einen Prozess in der Natur wenigstens na¨herungsweise zu beschreiben.
Denke dazu u¨ber Folgendes nach! Es ist dir vielleicht schon passiert, dass
du eine ganze Tafel Schokolade innerhalb ku¨rzester Zeit gegessen hast,
obwohl du gar nicht wirklich hungrig warst. Wa¨re beispielsweise nur eine
halbe Tafel vorhanden gewesen, so wa¨rst du wahrscheinlich auch damit
zufrieden gewesen. Dir fallen bestimmt auch noch andere Beispiele ein,
wo Menschen oder Tiere nur dann mehr konsumieren, wenn es einfach
ist, an das jeweilige Konsumgut zu kommen.
In dem betrachteten Modell verwendet man nun ebenfalls eine solche An-
nahme: Je mehr Beutetiere vorhanden sind, desto mehr frisst jedes einzel-
ne Raubtier. Man ko¨nnte also sagen, dass jeder Raubfisch einen gewissen
(wenn auch in der Realita¨t nur sehr geringen) relativen Anteil aller vor-
handenen Beutefische vertilgt. Wir nennen diesen relativen Anteil jetzt b.
Ein Raubfisch verzehrt also im na¨chsten Monat genau b · Bt Beutefische.
Will man wissen, wie viele Beutefische insgesamt von allen Ct vorhande-
nen Raubfischen erlegt werden, so muss man b ·Bt natu¨rlich noch mit Ct
multiplizieren und erha¨lt damit, dass sich der Bestand der Beutetiere im
folgenden Monat um b ·Bt · Ct verringert.
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2. Interpretation: Man kann diesen Term aber noch von einer anderen
Seite her beleuchten. Es klingt plausibel zu sagen, dass es o¨fter zu Be-
gegnungen zwischen Raub- und Beutetieren auf freier Wildbahn kommt,
wenn es insgesamt mehr Tiere gibt.
Beispiel: Nehmen wir an, es gibt im Monat t genau 100 Beutefische und
20 Raubfische in einem bestimmten Gebiet. Beutefisch Nr.1 ko¨nnte
also prinzipiell 20 verschiedenen Raubfischen begegnen. Beutefisch
Nr.2 genauso.
. . .
Das geht weiter bis zum Beutefisch Nr.100, der also auch 20 verschie-
denen Raubtieren u¨ber den Weg
”
schwimmen“ ko¨nnte. Insgesamt
wa¨ren daher 100 ·20 verschiedene Begegnungen mo¨glich. Wir haben
also die Anzahl der Beutetiere mit jener der Raubtiere multipliziert,
um auf dieses Resultat zu kommen.
 
Erstens kommt es aber im Normalfall innerhalb eines Monats sicher nicht
zu allen diesen Begegnungen, sondern nur zu einigen wenigen. Die Beutefi-
sche wollen ja solche Kontakte eher meiden, um nicht gefressen zu werden.
Zweitens kommt es bei tatsa¨chlichen Begegnungen nicht immer sofort zum
Tod des Beutefisches. Aus diesen beiden Gru¨nden muss man diese Anzahl
mit einem bestimmten Faktor b < 1 multiplizieren, um die Anzahl der
geto¨teten Beutetiere zu erhalten.
Wieder kommen unsere U¨berlegungen zu dem Schluss: Die Beutetier-
population sinkt durch die Jagd der Raubtiere im folgenden Monat um
b ·Bt · Ct.
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Aufgabe 4
Wir wollen in dieser Aufgabe zwei Extremsituationen miteinander verglei-
chen, um Aufschluss u¨ber die Gu¨ltigkeit des Modells und u¨ber seine Grenzen
zu bekommen.
(a) Angenommen die Anzahl der Beutefische sei zu Beginn des Monats
gleich 2000, jene der Raubfische nur 20. Der oben beschriebene Pro-
zentsatz b sei im folgenden 2%. Wie viele Beutetiere werden in diesem
Monat laut unserem Modell erlegt?
(b) Rechne jetzt mit 20 Beutefischen und 2000 Raubfischen!
(c) Wie viele Beutefische erlegt jedes einzelne Raubtier in (a) und (b)?




(c) in (a) durchschnittlich 40 Beutefische, in (b) durchschnittlich nur 0,4
Beutefische
Hier wird sicher eine Modellgrenze erreicht, da es in der Natur nicht
vorkommen wird, dass ein Raubtier in der einen Situation hundertmal
so viele Beutefische pro Monat erlegt, wie ein Raubtier in einer anderen.
Arbeitsauftrag 4
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
freiwillig
Das Produkt aus Bt und Ct kommt allerdings nicht nur bei der Berech-
nung der Beutetieranzahl im na¨chsten Monat vor, sondern auch bei
der Raubtieranzahl. Gebt daher eine Formel zur Berechnung von Ct+1
unter der Verwendung von Bt und Ct fu¨r das betrachtete Modell an!
Welche biologische Bedeutung ko¨nnte man hier dem Produkt aus Bt und Ct
zu Grunde legen? Wie ko¨nnte man diese Modellannahme begru¨nden?
Erla¨uterung: Die Rekursion muss
Ct+1 = Ct − c · Ct + d ·Bt · Ct
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lauten, wobei c, d > 0 gelten soll. Der Ausdruck +d · Bt · Ct steht ja offen-
sichtlich fu¨r den Zuwachs der Raubfische im na¨chsten Monat. Wir haben
uns schon vorher u¨berlegt, dass b · Bt · Ct gerade die Anzahl der geto¨teten
Beutetiere im na¨chsten Monat ist. Wenn man davon ausgeht, dass jedes ver-
tilgte Beutetier in gewisser Weise zur Fitness der Ra¨uber und damit zu deren
Reproduktionsfa¨higkeit beitra¨gt, erscheint es sinnvoll, dass der Zuwachs der
Ra¨uber proportional zur Anzahl der erlegten Beutefische ist.
Grenzen von Modellen
Wir sind bei unseren bisherigen Betrachtungen schon mindestens zwei-
mal auf die Gu¨ltigkeitsgrenzen von mathematischen Modellen gestoßen.
Wa¨hrend die betrachteten Modelle in gewissen Situationen bzw. unter
bestimmten Voraussetzungen ganz gute, biologisch brauchbare Ergebnis-
se lieferten, so muss auch gesagt werden, dass sie in anderen Situationen
leider versagen mussten. Zum einen war eine solche Gu¨ltigkeitsgrenze in
der Aufgabe 4 zu erkennen, zum anderen beim exponentiellen Wachstum,
bei dem der Bestand an Beutetieren unbegrenzt wachsen konnte. Wir
wollen hier auf das letzt genannte Problem eingehen.
Arbeitsauftrag 5
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Bei Prozessen in der Natur (Ko¨rperwachstum, Pflanzenwachstum, Vera¨nde-
rung der Bestandszahlen von Tierarten, . . . ), in der Wirtschaft (Produktab-
satz, Abbau von Rohstoffen. . . ) oder in der Soziologie (Besiedelung eines
Gebiets, Verbreitung eines Geru¨chts, . . . ) zeigen sich nie unbegrenzte Wachs-














Beschreibt den Verlauf dieses Graphen (etwa anhand eines der soeben ge-
nannten Beispiele)!
In welchem Bereich des Diagramms (Beginn/Mitte/Ende) treten A¨hnlich-
keiten zum exponentiellen Wachstum auf? Was ist der wesentliche
Unterschied dazu?
Warum laufen eurer Meinung nach Prozesse in der Natur, Wirtschaft und
Soziologie gerade so wie in obiger Grafik ab?
Erla¨uterung: A¨hnlichkeiten zum exponentiellen Wachstum treten im An-
fangsstadium auf, der Unterschied ist jedoch, dass hier das Wachstum be-
grenzt ist.
Wachstumsvorga¨nge sind oft durch Ressourcenmangel, Platzmangel, Sa¨tti-
gung des Marktes usw. beschra¨nkt. Je na¨her man dieser Sa¨ttigungs- oder
Kapazita¨tsgrenze kommt, desto langsamer verla¨uft das Wachstum.
193
Wissenswertes
Wir wollen jetzt zu einer mathematischen Beschreibung einer solchen Si-
tuation kommen und betrachten dazu einen Lebensraum, der maximal 500
Tiere einer gewissen Spezies beherbergen kann, da beispielsweise nicht
mehr Platz, Nahrungsmittel oder Material zum Bau von Behausungen
vorhanden sind. Beim exponentiellen Modell war das Wachstum nur zum
derzeitigen Bestand proportional. Wir wollen nun aber auch den
”
vorhan-
denen Freiraum“ , d. h. in unserem Fall die Differenz 500 − Bt, beru¨ck-
sichtigen. Wir multiplizieren daher den Wachstumsterm mit (500 − Bt)
(oder ganz allgemein mit (K − Bt)) und stellen somit sicher, dass das
Wachstum sehr klein wird, wenn sich Bt dem Wert K na¨hert. Die Rekur-
sionsgleichung sieht dann wie folgt aus:
Bt+1 = Bt + c ·Bt · (K −Bt)





Natu¨rlich interessiert uns nun, ob das hergeleitete Modell tatsa¨chlich einen
Verlauf wie in der Abbildung in Arbeitsauftrag 5 liefert. Erstellt daher
mit Hilfe einer Tabellenkalkulation das logistische Wachstumsmodell
(ihr ko¨nnt dabei c und K frei wa¨hlen)! Tipp: Als Grundlage ko¨nnt
ihr das Excel-Datenblatt logistisches Wachstum verwenden, das vor-
erst noch einmal das vorher betrachtete exponentielle Wachstum zeigt.
Versucht durch Aba¨nderung der Formel in der Beute-Spalte zum logis-
tischen Modell zu kommen!
Beschreibt und vergleicht den Grafenverlauf mit dem im Arbeitsauftrag 5 !
Vera¨ndert dazu (bei fest gewa¨hltem K) die Anzahl B0 der Beutetiere
zu Beginn, sodass einmal B0 <
K
2




wesentliche Unterschied ergibt sich dadurch im Verlauf des Grafen?




gilt. Fu¨r B0 >
K
2
hat der Graf keinen Wendepunkt und zeigt
damit nur das Endstadium des Wachstumsprozesses.
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Arbeitsauftrag 7
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
freiwillig
Erhitzt man Mais auf u¨ber 250oC, so entsteht ein Produkt, das bei keinem Ki-
nobesuch fehlen darf, na¨mlich Popcorn. Auch wenn die Herstellung von Mi-
krowellenpopcorn nicht unbedingt einen Wachstumsprozess (außer natu¨rlich
des Volumens der Packung) darstellt, so hat sie trotzdem etwas mit dem
Verlauf des logistischen Graphen zu tun.
Wenn man eine Packung Popcorn in die Mikrowelle legt und der Gebrauchs-
anweisung folgt, so ho¨rt man jedes Mal, wenn ein Maiskorn aufplatzt
einen kleinen Knall. Ihr sollt dieses Experiment nun selbst durchfu¨hren
und Aufzeichnungen daru¨ber machen, wann wie viele Maisko¨rner auf-
platzen. Das ko¨nnte ungefa¨hr so aussehen:
Zeitraum aufgeplatzte Körner in diesem Zeitraum
0. - 60. s      -
60. - 65. s
     II
65. - 70. s
     III
70. - 75. s
     IIIII  II
75. - 80. s
     IIIII   
80. - 85. s
     IIIII  III
…      …
Za¨hlt anschließend die Striche in eurer Liste und fertigt eine Tabelle wie die
folgende an:










Ihr sollt nun die erhaltenen Daten mittels Tabellenkalkulation darstellen
und das logistische Modell an diese Daten anpassen. Das heißt ihr sollt
geeignete Konstanten c und K finden, sodass das Modell gut an die
Datenpunkte passt!
Diskutiert eure Ergebnisse und macht Notizen dazu! Wie gut passt das
Modell? Was sind Schwa¨chen des Modells? Wo sind seine Grenzen?
Wie die Umsetzung dieses Arbeitsauftrags in Excel funktioniert erkla¨rt der
nachfolgende Abschnitt.
Erla¨uterung: Durch diesen Arbeitsauftrag soll ein Einblick in Regressi-
onsverfahren gegeben werden. Der Optimierungsprozess kann auch mittels
Excel (Menu¨punkt Extras - Solver) durchgefu¨hrt werden, das auf die Metho-
de der kleinsten Quadrate zuru¨ckgreift. Auch auf dieses Verfahren kann hier
eingegangen werden.
Wissenswertes
Die Darstellung der gemessenen Daten stellt keine besondere Herausforde-
rung dar. Fertigt dazu einfach eine Spalte fu¨r die Zeit an und eine Spalte
fu¨r die zu diesem Zeitpunkt aufgeplatzten Maisko¨rner. Durch Markieren
der Daten und Verwenden des Diagramm-Assistenten ko¨nnen die Daten-
punkte grafisch dargestellt werden.
Fu¨r die Anpassung durch das logistische Modell erstellt eine dritte Spalte,
die zu den in Spalte 1 eingetragenen Zeitpunkten die Anzahl der aufge-
platzten Ko¨rner nach dem logistischen Modell berechnen soll! Definiert
dafu¨r zuerst nacheinander die Variablen B0, c undK u¨ber den Menu¨punkt
Einfu¨gen - Namen - Definieren und belegt sie mit
”
sinnvollen“ Werten!
Die Werte in der 3. Spalte werden dann mittels der Formel
Bt+1 = Bt + c ·Bt · (K −Bt)
berechnet, wobei natu¨rlich der erste Eintrag in dieser Spalte B0 sein soll.
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Die berechneten Daten sollen nun in dasselbe Diagramm, in dem auch
schon die gemessenen Datenpunkte eingetragen sind, eingefu¨gt werden
(durch Markieren der Spalte und
”
Hineinziehen“ ins Diagramm). Insge-
samt ko¨nnte das dann etwa wie folgt aussehen:
Hier ist es sogar mo¨glich, die Variablen B0, c und K mittels Schieberegler
zu vera¨ndern, die man relativ einfach u¨ber die Steuerelement-Toolbox ein-
bauen kann. Dadurch kann man per Augenmaß die Kurve des logistischen




Wir kehren noch einmal zum Ra¨uber-Beute-Modell im Excel-Datenblatt
Ra¨uber-Beute 1 zuru¨ck. Ihr sollt nun dieses Modell so vera¨ndern, dass
die Berechnung der Beutetieranzahl auch hier nicht mehr den exponen-
tiellen, sondern den entsprechenden logistischen Term (mit K = 1000)
verwendet. Beobachtet und diskutiert die entstehenden Vera¨nderungen
im Zeitdiagramm! Tipp: Als Grundlage ko¨nnt ihr das Excel-Datenblatt
Ra¨uber-Beute 2 verwenden, das noch einmal das vorher vorgestellte
Ra¨uber-Beute-Modell zeigt. Versucht durch Aba¨nderung der Formel
in der Beute-Spalte zum gewu¨nschten Modell zu kommen!
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Erla¨uterung: An der Dauer der Schwankungsperioden a¨ndert sich offenbar
nichts, jedoch sind jetzt die Amplituden der Schwankungen etwas geringer
als vorher.
Arbeitsauftrag 9
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Versetzt euch in die Lage von Vito Volterra, nachdem er
”
sein“ Modell ent-
wickelt hat. Er musste es na¨mlich nun noch seinem Schwiegersohn und
den anderen Fischern in Ancona vorstellen und erkla¨ren. Verfasst dazu
einen Bericht, der alle wesentlichen Erkla¨rungen des Modells beinhaltet,
der auf Grenzen des Modells hinweist, z. B. welche Voraussetzungen
erfu¨llt sein mu¨ssen, damit das Modell gut passt oder welche Vereinfa-
chungen gemacht wurden, usw. Beantwortet abschließend die Fragen
der Fischer, die im Text zu Beginn angefu¨hrt sind! Der Bericht soll
etwa ein bis zwei A4-Seiten lang werden.
Lest den Bericht eurer Klasse vor und geht auf mo¨gliche Einwa¨nde ein!
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6.3 Der Kampf ums U¨berleben
Schulstufe: 6. bis 8. Klasse AHS
Mathematische Vorkenntnisse: Rekursionen
Technische Vorkenntnisse: Kenntnisse im Umgang mit Tabellenkalku-
lationsprogrammen, Recherchen im Internet
Zeitbedarf: je nach Bearbeitungstiefe 4 bis 8 Unterrichtseinheiten
Das soll gefo¨rdert werden:
• Interpretieren von Sachverhalten
• Kommunikations- und Sprachkompetenzen
• Kenntnisse u¨ber Wirkungszusammenha¨nge in der Natur
• Umgang mit dem PC
• Selbstorganisation
• Teamfa¨higkeit
• U¨bersetzen von Texten in mathematische Modelle
• Beurteilen von Vereinfachungen und Modellannahmen
• Kreativita¨t
• Vernetzung verschiedener mathematischer Inhalte
• Bewusstes und sinnvolles Umgehen mit exakten Werten und Na¨he-
rungswerten
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Lehrplanbezug: Die Materialien liefern Beitra¨ge zu den Bildungsberei-
chen Sprache und Kommunikation, Mensch und Gesellschaft, Na-
tur und Technik und Kreativita¨t und Gestaltung sowie vor allem
zu den didaktischen Grundsa¨tzen Lernen in anwendungsorientier-
ten Kontexten, Lernen in Phasen und Lernen mit technologischer
Unterstu¨tzung. Alle diese Bereiche und Grundsa¨tze sind im Oberstu-
fenlehrplan angefu¨hrt. Außerdem eignen sich diese Unterrichtsma-
terialien insbesondere im Zusammenhang mit folgendem Lehrstoff:
• Reelle Funktionen (6. Klasse)
• Folgen (6. Klasse)
• Dynamische Prozesse (8. Klasse)
Reihenfolge
Die folgende Grafik veranschaulicht die Abha¨ngigkeiten der Arbeitsauf-
tra¨ge. Es soll von oben nach unten gearbeitet werden. Man beno¨tigt
beispielsweise fu¨r den Arbeitsauftrag 7 Informationen und Vorwissen aus
den Arbeitsauftra¨gen 1, 3, 4 und 5. Es ko¨nnen alle Arbeitsauftra¨ge ab der
6. Klasse durchgefu¨hrt werden. Es ist außerdem gekennzeichnet, wo der
Einsatz eines Computers notwendig ist.
 




















Wir werden im Folgenden zwei Tierarten betrachten, na¨mlich Fu¨chse und
Hasen. Da Hasen normalerweise beliebte Opfer von Fu¨chsen sind, wird
durch die Jagd der Fu¨chse die Anzahl der Hasen vermindert. Genauso
hat natu¨rlich das Vorhandensein von Hasen Einfluss auf den Bestand der
Fu¨chse. Diesmal aber im positiven Sinne. Gibt es viele Hasen, so wird
die Jagd fu¨r die Fu¨chse einfacher. Diese sind dann also leichter und o¨fter
satt, was sich auf die Gesundheit und damit auch auf die Vermehrung der
Fu¨chse gut auswirkt.
Wie geht dieses Spiel aber auf lange Sicht aus? Werden die Hasen aus-
sterben? Wenn ja, wovon erna¨hren sich die Fu¨chse dann? Wie beeinflusst
die Jagd durch den Menschen dieses Zusammenspiel?
Um zu Antworten auf solche Fragen zu kommen, ist es notwendig, die
Situation und den Einfluss der einzelnen Spezies aufeinander genauer zu
betrachten. Oft ist es dabei notwendig, Vereinfachungen zu machen. Die
erste solche Vereinfachung soll sein, dass Fu¨chse nur vom Verzehr von Ha-
sen leben und sich auch nur vermehren ko¨nnen, wenn sie genug zu fressen
haben. Umgekehrt soll die einzige Todesursache von Hasen das
”
Gefres-
senwerden“ durch Fu¨chse sein.
Arbeitsauftrag 1
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Angenommen es ga¨be keine Fu¨chse. Wie wu¨rde sich dadurch der Bestand
der Hasen unter der obigen Vereinfachung im Laufe der Zeit vera¨ndern?
Zeichnet zwei qualitativ unterschiedliche Graphen in die untenstehen-
den Koordinatensysteme ein, die diese Vera¨nderung beschreiben ko¨nn-
ten! Der Bestand der Hasen zum Zeitpunkt t = 0 soll dabei H0 = 100
Hasen sein.
Begru¨ndet eure Wahl! Was sind Vor- bzw. Nachteile eurer Grafen? Wie
gut ko¨nnen sie die Wirklichkeit beschreiben?
Gebt fu¨r beide Grafen eine Formel an, die den Zusammenhang zwischen Ht
und Ht+1, also dem Hasenbestand am Ende des Monats t und jenem







    
Erla¨uterung: Lineares oder exponentielles Wachstum bieten sich natu¨rlich
vor allem wegen ihrer jeweils recht einfachen rekursiven Darstellung an, es
soll jedoch der Kreativita¨t der Schu¨ler kein Riegel vorgeschoben werden.
Arbeitsauftrag 2
Bearbeitung: Einzel- oder Partnerarbeit
freiwillig
Angenommen es ga¨be jetzt keine Hasen. Was wu¨rde mit der Anzahl der
Fu¨chse passieren? Versucht wieder, zwei grafische Darstellungen (mit
F0 = 30) und die zugeho¨rigen Rekursionsformeln fu¨r Ft+1 und Ft an-
zugeben!
Erla¨uterung: Wieder kann hier linear oder exponentiell modelliert werden.
Falls die Schu¨ler Schwierigkeiten haben, von der grafischen Darstellung auf







       
Arbeitsauftrag 3
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Obwohl es natu¨rlich viele Mo¨glichkeiten gibt, die Arbeitsauftra¨ge 1 und 2
zu erfu¨llen, wollen wir uns jetzt einer speziellen Betrachtung zuwen-
den, mit der wir dann recht praktisch weiter arbeiten ko¨nnen. Wir
wollen also die na¨chste Vereinfachung machen und davon ausgehen,
dass die Anzahl der Hasen exponentiell mit monatlichem Wachstums-
faktor 105% wachsen wu¨rde, wenn es keine Fu¨chse ga¨be, und dass die
Anzahl der Fu¨chse exponentiell mit monatlichem
”
Wachstumsfaktor“
94% fallen wu¨rde, wenn es keine Hasen ga¨be. Gebt wieder die zu-
geho¨rigen Rekursionsformeln an und zeichnet den ungefa¨hren Verlauf
in die Koordinatensysteme! Warum wurde bei den Fu¨chsen das Wort













       
Ht+1 = 1, 05 ·Ht
Ft+1 = 0, 94 · Ft
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Arbeitsauftrag 4
Bearbeitung: Partnerarbeit, Besprechung in der Klasse
Pflicht
Ab jetzt soll es sowohl Hasen als auch Fu¨chse geben. Zusa¨tzlich zum
”
natu¨rli-
chen“ Wachstum der Hasen bzw. dem Ru¨ckgang der Fu¨chse (siehe Arbeits-
auftrag 3) sollen sich die beiden Tierarten jetzt wie folgt gegenseitig beein-
flussen:
Die Fu¨chse jagen die Hasen, was zur Folge hat, dass die Anzahl der Hasen
zum Zeitpunkt t + 1 (also Ht+1) gegenu¨ber Ht um einen Betrag vermin-
dert wird, der direkt proportional (mit Proportionalita¨tskonstante a) zu der
Anzahl aller mo¨glichen Begegnungen zwischen Hasen und Fu¨chsen zum Zeit-
punkt t sein soll.
Gebt eine Rekursionsformel zur Berechnung von Ht+1 aus Ht und Ft an!
Tipp: Geht anhand eines Beispiels vor! U¨berlegt euch etwa, wie viele
verschiedene Begegnungen es zwischen 50 Hasen und 15 Fu¨chsen geben
kann und verallgemeinert anschließend diese Berechnung!
Scha¨tzt, wie viel Prozent dieser
”
Begegnungen“ im Durchschnitt to¨dlich fu¨r
die Hasen ausgehen werden!
Die Jagd soll sich jetzt natu¨rlich fu¨r die Fu¨chse und deren Vermehrung loh-
nen. Die Anzahl der Fu¨chse zum Zeitpunkt t + 1 soll gegenu¨ber dem
Zeitpunkt t um einen Betrag zunehmen, der wieder proportional (dies-
mal mit Proportionalita¨tskonstante b) zu der schon oben berechneten
Anzahl der mo¨glichen Begegnungen ist.
Ist diese Erweiterung des Modells realistisch? Gebt eine mo¨gliche Begru¨ndung
fu¨r die Proportionalita¨t zur Anzahl der mo¨glichen Begegnungen!
Erla¨uterung: Die Rekursionsformeln lauten:
Ht+1 = 1, 05 ·Ht − a ·Ht · Ft
Ft+1 = 0, 94 · Ft + b ·Ht · Ft
Je o¨fter Fu¨chse und Hasen einander begegnen, desto eher wird es den Fu¨chsen
gelingen, Kapital daraus zu schlagen. Die Proportionalita¨t zu Ht ·Ft scheint
daher als Modellannahme vernu¨nftig zu sein.
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Arbeitsauftrag 5
Bearbeitung: Partnerarbeit, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Implementiert dieses Modell in eine Tabellenkalkulation (zum Beispiel in
Excel)! Verwendet dazu folgende Annahmen:
• H0 = 100
• F0 = 30
• Wachstumsfaktor Hasen: 105%
• Wachstumsfaktor Fu¨chse: 94%
• Proportionalita¨tskonstante a = 0, 2%
• Proportionalita¨tskonstante b = 0, 1%
Stellt den Verlauf der Bestandszahlen der Hasen und Fu¨chse u¨ber einen
Zeitraum von 300 Monaten in einem gemeinsamen Zeitdiagramm dar!
Beschreibt das
”
Ergebnis“! Welche Auffa¨lligkeiten gibt es? Gebt eine Er-
kla¨rung ab, wie sich die Fuchszahl in Abha¨ngigkeit von der Hasenzahl
a¨ndert!
Erscheint euch der Verlauf der Diagramme realistisch? Unter welchen Vor-
aussetzungen?
Vera¨ndert nacheinander die oben angefu¨hrten Parameter Wachstumsfak-
tor Hasen und Wachstumsfaktor Fu¨chse! Wie a¨ndert sich der Verlauf
der Diagramme dadurch jeweils? Formuliert zu beiden Parametern je
mindestens eine
”
je-desto-Beziehung“ (z. B.: je gro¨ßer der Wachstums-
faktor der Hasen ist, desto . . . )!
Erla¨uterung: Es zeigen sich periodische Schwankungen in den Hasen- und
Fuchspopulationen, wobei die Maxima der Fuchsanzahlen jenen der Hasen-
population hinterherhinken (siehe CD-Rom Excel-file Lo¨sungen). Es ergibt


















Je gro¨ßer der Parameter Wachstumsfaktor Hasen wird, desto
• mehr Schwankungen pro festgelegtem Zeitraum gibt es
• kleiner ist die Amplitude (Maximum minus Minimum einer
”
Schwan-
kung“) sowohl bei den Hasen als auch bei den Fu¨chsen
• kleiner wird das Verha¨ltnis aus durchschnittlicher Hasenzahl zu durch-
schnittlicher Fuchszahl
Je gro¨ßer der Parameter Wachstumsfaktor Luchse wird, desto
• weniger Schwankungen pro festgelegtem Zeitraum gibt es
• gro¨ßer wird die Amplitude bei den Fuchsen und desto kleiner wird die
Amplitude bei den Hasen
• gro¨ßer wird das Verha¨ltnis aus durchschnittlicher Hasenzahl zu durch-
schnittlicher Fuchszahl
Arbeitsauftrag 6
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
freiwillig
Ihr sollt nun herausfinden, ob es Startwerte H0 und F0 gibt, fu¨r die diese
Schwankungen nicht auftreten! Dazu mu¨sste also Ht+1 = Ht sowie
Ft+1 = Ft fu¨r alle t gelten. Wieso? Ersetzt in diesen Gleichungen Ht+1
und Ft+1 durch die entsprechenden Rekursionsformeln
Ht+1 = 1, 05 ·Ht − 0, 002 ·Ht · Ft
und
Ft+1 = 0, 94 · Ft + 0, 001 ·Ht · Ft
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und berechnet daraus Ht und Ft! Falls es solche Werte Ht und Ft
gibt, fu¨r die Ht+1 = Ht sowie Ft+1 = Ft gilt, nennt man (Ht, Ft) einen
Fixpunkt.
Vera¨ndert nun in eurem Tabellenkalkulationsdatenblatt die Startwerte auf
die Werte des Fixpunktes! Wie sehen die Diagramme nun aus? Be-
trachtet auch die Diagramme fu¨r Startwerte, die nahe am Fixpunkt
liegen!
Erla¨uterung: Das Modell hat bei H0 = 60 und F0 = 25 einen Fixpunkt, das
heißt die Hasen- und Fuchszahl a¨ndert sich nicht, wenn man mit diesen Wer-
ten startet. Fu¨r Startwerte nahe des Fixpunktes haben die Schwankungen



















Bearbeitung: Partnerarbeit, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Informiert euch im Internet u¨ber die beru¨hmten Aufzeichnungen, die die
kanadische Pelzhandelsfirma Hudson’s Bay Company im Zeitraum von
1845 – 1935 gefu¨hrt hat und vergleicht sie mit
”
unserem“ Modell!
Informiert euch u¨ber Alfred James Lotka und Vito Volterra, die als ers-
te dieses Modell formuliert haben, das ihr gerade implementiert habt.
Was war der Anlass zur Erstellung eines solchen Modells? Was wollte
man damit zeigen? Wobei gab es Schwierigkeiten?
Erla¨uterung: Die Aufzeichnungen der Hudson’s Bay Company verdeutli-
chen, dass die Modellannahmen brauchbar waren, man erkennt dort na¨mlich,
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dass es tatsa¨chlich in der Natur solche periodischen Schwankungen gibt. Ein
anderes Beispiel ist die Raubfischzunahme in der Adria im Zuge des ersten
Weltkrieges, wa¨hrend eine solche Zunahme bei der Beutefischanzahl nicht zu
sehen war. Dieses Pha¨nomen veranlasste schließlich die beiden Mathemati-
ker Lotka und Volterra zur Erforschung von Ra¨uber-Beute-Beziehungen und




Ihr sollt nun untersuchen, welchen Einfluss
”
a¨ußere Kra¨fte“ auf das Modell
haben ko¨nnen! Wir wollen etwa annehmen, dass jedes Monat ein Ha-
se durch Ja¨ger erlegt wird. Vera¨ndert dazu das in Arbeitsauftrag 5
entwickelte Modell!
Was a¨ndert sich am Verlauf der Grafen? Bis zu welchem Monat liefert das
Modell vernu¨nftige Ergebnisse?
Ist diese Annahme realistisch? Wenn nein, wie ko¨nnte man sie verbessern?
Erla¨uterung: Die Hasen sterben aus, ab einem gewissen Monat treten ne-
gative Bestandszahlen auf! Es la¨sst sich dabei allerdings bezweifeln, ob die
Ja¨ger tatsa¨chlich noch erfolgreich sein werden, wenn nur noch sehr wenige






Symbiotische Systeme sind aus zweierlei Hinsicht sehr fu¨r den Einsatz im
Schulunterricht geeignet. Einerseits lassen sich durch symbiotische Modelle
sehr viele Szenarien und Beziehungen modellieren, zu denen sich sehr einfach
Bezug finden la¨sst. Dazu geho¨rt z. B. das Besta¨uben von Blu¨ten durch In-
sekten, die als Belohnung Nektar erhalten, das Entfernen von Hautparasiten
von Elefanten durch so genannte Putzervo¨gel oder auch Lebensgemeinschaf-
ten von Tieren der gleichen Spezies. Andererseits haben diese Systeme oft
einfache mathematische Gestalt und sind leicht zu analysieren und zu inter-
pretieren. Dadurch ergeben sich auch zahlreiche Anwendungsmo¨glichkeiten
in der Unterstufe.
Im Folgenden werden wieder unterschiedliche Zuga¨nge zum Thema Symbio-
tische Systeme vorgestellt.
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7.1 Die Entstehung einer Siedlung
Schulstufe: 3. bis 4. Klasse AHS
Mathematische Vorkenntnisse: Prozentrechnung
Technische Vorkenntnisse: Grundkenntnisse im Umgang mit Tabel-
lenkalkulationsprogrammen, Recherchen im Internet
Zeitbedarf: je nach Bearbeitungstiefe 3 bis 6 Unterrichtseinheiten
Das soll gefo¨rdert werden:
• Lesen und Interpretieren von Diagrammen
• Kommunikations- und Sprachkompetenzen
• Kenntnisse u¨ber Wirkungszusammenha¨nge in der Natur
• Umgang mit dem PC
• Selbstorganisation
• Teamfa¨higkeit
• Bewusstsein, dass Modelle kein pra¨zises Abbild sondern bestenfalls
eine vereinfachende Beschreibung der Natur sind
• Trainieren von Rechenfertigkeiten (Prozentrechnung)
Lehrplanbezug: Neben vielfa¨ltigen Fertigkeiten, die im Unterstufenlehr-
plan aus dem Jahr 2000 in den Teilen Bildungs- und Lehraufgabe so-
wie Didaktische Grundsa¨tze angefu¨hrt sind, beruht das nachfolgende
Unterrichtsmaterial vor allem auf den folgenden Bereichen des Lehr-
stoffes, die in allen 4 Klassen der Unterstufe angefu¨hrt sind:
• Arbeiten mit Modellen
• Arbeiten mit Zahlen und Maßen
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Reihenfolge
Die folgende Grafik veranschaulicht die Abha¨ngigkeiten der Arbeitsauf-
tra¨ge. Es soll von oben nach unten gearbeitet werden. Man beno¨tigt
beispielsweise fu¨r den Arbeitsauftrag 6 Informationen und Vorwissen aus
den Arbeitsauftra¨gen 2 und 5. Es ist außerdem angefu¨hrt, ob die Ar-
beitsauftra¨ge mit Computerunterstu¨tzung bearbeitet werden sollen. Alle




                                                                                                                                    
 
  
         
 
Arbeitsauftrag 2 




















Der Mensch wird sesshaft
Als Ja¨ger und Sammler waren Menschen vor mehr als 13000 Jahren
sta¨ndig darauf angewiesen, dass sie Nahrung fanden. Man kann sich vor-
stellen, dass das in Zeiten großer Ka¨lte oder extremer Du¨rre sehr schwer
gewesen sein muss. Kinder konnten nicht erna¨hrt werden und selbst Er-
wachsene mussten sehr
”
za¨h“ sein, um solche schwierigen Zeiten u¨berleben
zu ko¨nnen.
Deshalb begann der Mensch am Beginn der Jungsteinzeit Vorra¨te anzule-
gen, selbst Pflanzen anzubauen und wilde Tiere zu za¨hmen und als Haus-
tiere zu halten. Das sicherte in gewisser Weise die Existenz ein wenig ab,
was zur Folge hatte, dass die Kindersterblichkeit sank und die Bevo¨lke-
rungszahlen rasant anstiegen. Dadurch wiederum war es mo¨glich, mehr




Wir schreiben das Jahr 10750 v.Chr., der Ja¨ger Stone-Age-Joe hat
das Jagen langsam satt und schla¨gt seiner dreißigko¨pfigen Sippe vor,
vier Hektar Land zu bewirtschaften und von dessen Ertrag zu le-
ben. Da Stone-Age-Joe schon genug Grips hat, auch an die Zukunft
zu denken, hat er fu¨r die folgenden Jahre schon einen Plan in seinem Kopf:
Aus seiner schon langja¨hrigen Erfahrung weiß er, dass jedes Jahr
durchschnittlich eine von zwanzig Personen in der Sippe stirbt und etwa
ein Zehntel der bearbeiteten Landfla¨che unbrauchbar wird. Da bei zu
wenigen Geburten die Sippe aussterben wu¨rde und bei zu vielen Geburten
die Sippe nicht mehr genug zu essen ha¨tte, befiehlt er:
”
Die Anzahl der ja¨hrlich Neugeborenen in unserer Sippe soll genau
unserer derzeitigen Landfla¨che geteilt durch 5 entsprechen. Außerdem
mu¨ssen wir jedes Jahr neue Felder bewirtschaften! Die Gro¨ße der
zusa¨tzlich bearbeiteten Landfla¨che (in Hektar) soll genau die Zahl der
derzeitigen Sippenangeho¨rigen geteilt durch 10 sein!“
Diese Regelungen sehen auf den ersten Blick vielleicht seltsam aus:
Bevo¨lkerungszuwa¨chse u¨ber Hektarzahlen zu definieren und Fla¨chen-
zuwa¨chse u¨ber Bevo¨lkerungszahlen. Aber ganz abwegig ist diese Idee
nicht.
Wie wirkt sich so eine Vorschrift auf lange Zeit gesehen aus? Stone-
Age-Joe hatte noch kein Tabellenkalkulationsprogramm zur schrittweisen
Berechnung, ihr aber ko¨nnt diese Frage mit recht einfachen Mitteln
beantworten.
Quelle: www.sulaweb.de, link vom 25.05.2008
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Arbeitsauftrag 1
Bearbeitung: Diskussion in der Klasse
Pflicht
Die obige Geschichte ist natu¨rlich nur erfunden. Es kommen dabei eini-
ge Dinge vor, die zur damaligen Zeit noch gar nicht mo¨glich waren.
Welche? Was ist sonst noch unrealistisch an der Durchfu¨hrung von
Stone-Age-Joes Befehl?
Warum hat diese Regelung aber dennoch Sinn? Wie ha¨ngen Bevo¨lkerungs-
gro¨ße und bewirtschaftete Fla¨che zusammen?
Wie ihr sehen werdet, lohnt es sich, diese Geschichte mathematisch zu be-




Erla¨uterung: Man hatte zur damaligen Zeit noch keine Schrift entwickelt,
auch den Begriff Bruchzahlen gab es noch nicht, die Landvermessung war
noch nicht genau genug mo¨glich, die dazu notwendige Mathematik noch nicht
bekannt, usw. Die Umsetzung der Anweisung scheint sehr schwierig, da man
die Anzahl der Nachkommen nicht beliebig genau planen kann und oft gar
nicht genu¨gend brauchbares Land zur Verfu¨gung steht.
Die Vorschrift ist aber insofern sinnvoll, dass sie darauf eingeht, dass eine
wachsende Zahl von Menschen auch mehr Land zum Bewirtschaften braucht
und dass umgekehrt mehr Menschen u¨berleben ko¨nnen, wenn mehr Acker-
land bearbeitet wird.





Erstellt mit Hilfe einer Tabellenkalkulation eine Tabelle, wobei in der ersten
Spalte die Zeit in Jahren eingetragen werden soll (von 0 bis 30), in der
zweiten Spalte die Anzahl der Sippenangeho¨rigen (beginnend mit 30
zum Zeitpunkt 0) und in der dritten Spalte die Landfla¨che in Hektar
(beginnend mit 4)!
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Lasst nun das Tabellenkalkulationsprogramm mittels Zellbezu¨gen die An-
zahl der Menschen und die Gesamtfla¨che des bewirtschafteten Landes
nach einem Jahr berechnen!
Die eingegebenen Formeln sollt ihr jetzt bis zum 30. Jahr nach unten u¨ber-
tragen. Das geschieht z. B. in Excel, indem ihr die beiden Zellen, in
denen die Formeln stehen, markiert! Geht dann mit der Maus auf das
rechte untere Eck der Zellen, bis aus dem weißen ein schwarzes Kreuz
wird. Zieht nun mit gedru¨ckter linker Maustaste nach unten!
Erstellt ein Diagramm, das den Zusammenhang der Anzahl der Sippenan-
geho¨rigen (x-Achse) und der Gro¨ße der Landfla¨che (y-Achse) darstellt!
Erla¨uterung: Es la¨uft darauf hinaus, dass die Anzahl der Menschen der
Rekursion
Mt+1 =Mt · 0, 95 + Ft
5
und die Gro¨ße der Landwirtschaftsfla¨che der Rekursion
Ft+1 = Ft · 0, 9 + Mt
10
folgen, wobei natu¨rlich M0 = 30 und F0 = 4 gelten muss.
Aufgabe 1
(a) Wieviele Menschen leben nach 20 Jahren in Stone-Age-Joes Sippe? Wie
groß ist die bewirtschaftete Fla¨che zu diesem Zeitpunkt?
(b) In welchem Jahr wird die Bevo¨lkerungszahl von 500 u¨berschritten?
(c) Wann ist die von Stone-Age-Joe gegru¨ndete Siedlung bevo¨lkerungsma¨ßig
etwa so groß wie dein Heimatort? Tipp: Gegebenenfalls musst du dazu
die Tabelle noch weiter nach unten verla¨ngern!
Lo¨sung:
(a) 67 Menschen, 40 Hektar Landfla¨che





Erkundigt euch, wie viele Menschen derzeit auf der Erde leben! Wann
wird dieser Wert von Stone-Age-Joes Bevo¨lkerung erreicht? Wie lange
hat es tatsa¨chlich gedauert, bis diese Bevo¨lkerungsgro¨ße auf der Erde
erreicht wurde?
Wie groß ist die Landfla¨che, die zu diesem Zeitpunkt durch die Nachfahren
von Stone-Age-Joe bewirtschaftet wird? Vergleicht diesen Wert mit der
Landfla¨che der Erde! Ist das entwickelte Modell diesbezu¨glich glaub-
haft?
Erla¨uterung: Informationen dazu ko¨nnen von den Schu¨lern im Internet,
aber auch im Geografie- oder Geschichteunterricht eingeholt werden. Insbe-
sondere eignet sich dieses Unterrichtsmaterial sehr gut, um fa¨cheru¨bergrei-




Wie a¨ndert sich das Verha¨ltnis Bevo¨lkerungszahl zu bewirtschafteter Fla¨chen-
gro¨ße in Stone-Age-Joes Modell? Tipp: Verwendet dazu die vierte
Spalte in eurem Datenblatt! Lasst die Tabellenkalkulation jeweils den
Quotienten Bevo¨lkerungszahl
F la¨chengro¨ße
(dh. jeweils die Werte aus der zweiten Spalte
dividiert durch die Werte aus der dritten Spalte) fu¨r jedes Jahr berech-
nen! Was passiert dabei auf lange Zeit gesehen? Wie macht sich das
im Bevo¨lkerungszahl-Fla¨chengro¨ße-Diagramm bemerkbar?
Informiert euch daru¨ber, wie groß dieses Verha¨ltnis tatsa¨chlich in O¨ster-
reich ist!
Erla¨uterung: Das Verha¨ltnis nimmt monoton ab, es konvergiert gegen
einen fixen Wert (≈ 1,69). Das kann man beweisen, indem man die ex-
pliziten Lo¨sungen Mt und Ft des Differenzengleichungssystems berechnet.
Der konstante Wert ergibt sich dann aus limt→∞ MtFt . Im Diagramm na¨hert
sich die Bahn unabha¨ngig von der Wahl der Startwerte asymptotisch einer
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Ursprungsgerade. Entlang dieser Gerade ist natu¨rlich das Verha¨ltnis aus
Bevo¨lkerungszahl und Gro¨ße der bewirtschafteten Landfla¨che konstant.
Arbeitsauftrag 5
Bearbeitung: Partnerarbeit, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Was wa¨re passiert, wenn Stone-Age-Joe die folgende Anweisung fu¨r die Wei-
terentwicklung seiner Sippe gegeben ha¨tte:
”
Die Anzahl der ja¨hrlich
Neugeborenen in unserer Sippe soll genau unserer derzeitigen Land-
fla¨che geteilt durch 20 entsprechen. Außerdem mu¨ssen wir jedes Jahr
neue Felder bewirtschaften! Die Gro¨ße der zusa¨tzlich bearbeiteten
Landfla¨che (in Hektar) soll genau die Zahl der derzeitigen Sippenan-
geho¨rigen geteilt durch 20 sein!“? Tipp: Vera¨ndert dazu entsprechend
die Formeln in eurem Tabellenkalkulations-Datenblatt!
Wie mu¨sste die Anweisung Stone-Age-Joes fu¨r die Formeln
Mt+1 =Mt · 0, 95 + Ft
10
Ft+1 = Ft · 0, 9 + Mt
20
lauten? Schreibt sie auf! Hinweis: Hier steht Mt fu¨r die Anzahl der
Menschen und Ft fu¨r die Gro¨ße der bewirtschafteten Fla¨che nach t Jah-
ren.
Erla¨uterung: Im ersten Fall stirbt die Bevo¨lkerung aus und die Landfla¨che
schrumpft ebenfalls zum Grenzwert Null.
Im zweiten Fall wu¨rde die Anweisung etwa so lauten:
”
Die Anzahl der ja¨hr-
lich Neugeborenen in unserer Sippe soll genau unserer derzeitigen Landfla¨che
geteilt durch 10 entsprechen. Außerdem mu¨ssen wir jedes Jahr neue Felder
bewirtschaften! Die Gro¨ße der zusa¨tzlich bearbeiteten Landfla¨che (in Hektar)
soll genau die Zahl der derzeitigen Sippenangeho¨rigen geteilt durch 20 sein!“
In diesem Fall strebt die Bahn zu einem Punkt auf der schon oben beschrie-
benen, anziehenden Geraden, das heißt sowohl Bevo¨lkerungsgro¨ße als auch
Landfla¨che a¨ndern sich ab einem gewissen Zeitpunkt nicht mehr. Dahinter
steckt Folgendes:
Betrachtet man zuna¨chst das System
Xt+1 = Xt − aXt + bYt
Yt+1 = Yt − cYt + dXt,
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so kann man sich fragen, wann zumindest eine der Gro¨ßen Xt bzw. Yt zeit-
lich konstant bleibt. Untersuchen wir das zuerst fu¨r Xt. Offensichtlich gilt
Xt+1 = Xt genau dann, wenn −aXt + bYt = 0 gilt. Das liefert geometrisch
eine Ursprungsgerade mit Steigung a
b
im (X,Y )-Diagramm. Ist (x, y) ein
Punkt auf dieser Geraden, so ist−aXt + bYt < 0 genau dann, wenn Xt ≤ x
und Yt ≥ y gilt. Salopp formuliert ko¨nnte man also sagen: ”Links oberhalb
der Gerade wa¨chst X, rechts unterhalb sinkt X.“ Ebenso gehen wir fu¨r Y
vor und stellen fest, dass Yt+1 = Yt genau dann gilt, wenn −cYt + dXt = 0.







rechts unterhalb“ steigt Y . Wie die Bahn im Phasendiagramm
nun tatsa¨chlich verla¨uft, ha¨ngt von dem Verha¨ltnis der Steigungen ab, wobei
















Die beiden Geraden teilen den ersten Quadranten in drei Bereiche, die Pfeil-
chen deuten an, in welche Richtung die Lo¨sungskurven (qualitativ) laufen.
In diesem ersten Fall gelangen also alle Bahnen in den mittleren Bereich, in
dem sie dann unbeschra¨nkt wachsen. Sowohl Bevo¨lkerungsanzahl als auch
bewirtschaftete Landfla¨che werden also immer gro¨ßer, was natu¨rlich biolo-



















tauschen“ die beiden Geraden quasi ihren Platz, was zur Folge hat,
dass im mittleren Bereich, in den zuerst wieder alle Bahnen laufen, nun jeder

















verschmelzen“ zu einem Kontinuum aus unendlich vie-
len Fixpunkten, da sich ja auf dieser Geraden jetzt weder X noch Y a¨ndert.





Vera¨ndert nun selbst noch die Angaben in Stone-Age-Joes Aussage und
findet heraus, ob diesmal die Bevo¨lkerung unbegrenzt wa¨chst, ausstirbt
oder auf einen festen Wert zusteuert!
Schreibt diese neue Anweisung auf und gebt sie eurem Lehrer ab!
Arbeitsauftrag 7
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
freiwillig
Informiert euch u¨ber den Begriff Symbiose! Wo findet er Anwendung?
Was hat das Modell im Arbeitsauftrag 1 mit Symbiose zu tun?
Erla¨uterung: Der Begriff Symbiose stammt vom griechischen Wort sym-
bioun (= zusammenleben), er bezeichnet die Interaktion zweier Arten (meist
Pflanzen, Tiere, Mensch) zu deren gegenseitigem Vorteil. Beispiele fu¨r Sym-
biosen in der Natur sind Blu¨tenpflanzen und Insekten, Menschen und Bak-
terien im Darm des Menschen oder Elefanten und Vo¨gel.
Symbiotisches Verhalten, also Systeme bei der eine Gro¨ße vom Vorhanden-
sein einer anderen profitiert und umgekehrt, zeigt sich allerdings auch bei
vielen anderen Dingen wie zum Beispiel im oben behandelten Thema. Hier
nimmt die Landfla¨che umso sta¨rker zu, je mehr Menschen es gibt und um-
gekehrt.
”
Negative“ Anwendungen sind zum Beispiel die Waffenaufru¨stung
zweier La¨nder oder die Eskalation eines Streites, bei denen die Aktion der
einen Seite noch vehementere Reaktionen der anderen Seite hervorruft usw.
Diskussion in der Klasse ist hier so gemeint, dass die Schu¨ler, die sich mit die-
sem Arbeitsauftrag befasst haben, kurz u¨ber ihre Erkenntnisse berichten und
so den anderen Schu¨lern zumindest einen kleinen Einblick in die vielfa¨ltigen
Anwendungen symbiotischer Systeme bieten.
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7.2 Wie du mir, so ich dir
Schulstufe: 6. bis 7. Klasse AHS
Mathematische Vorkenntnisse: Rekursive Darstellung
Technische Vorkenntnisse: Grundkenntnisse im Umgang mit Derive
(Iterates-Befehl) oder mit einem anderem CAS, Recherchen im In-
ternet
Zeitbedarf: je nach Bearbeitungstiefe 4 bis 6 Unterrichtseinheiten
Das soll gefo¨rdert werden:
• Suchen und Auswa¨hlen von Verfahren
• Kommunikations- und Sprachkompetenzen
• Kenntnisse u¨ber Wirkungszusammenha¨nge in der Natur
• Umgang mit dem PC
• Hin -und Herschalten zwischen Realita¨t und mathematischer Be-
schreibung
• Teamfa¨higkeit
• Erlangen eines realistischen Bildes mathematischer Modelle
• Beschreiben und Interpretieren von Modellergebnissen







Die folgende Grafik veranschaulicht die Abha¨ngigkeiten der Arbeitsauf-
tra¨ge. Es soll von oben nach unten gearbeitet werden. Man beno¨tigt
beispielsweise fu¨r den Arbeitsauftrag 6 Informationen und Vorwissen aus
den Arbeitsauftra¨gen 1, 3 und 4. Es ist außerdem angefu¨hrt, ob die Ar-
beitsauftra¨ge mit Computerunterstu¨tzung bearbeitet werden sollen. Alle
Aufgabenstellungen sind ab der 6. Klasse zu bewa¨ltigen.
 
















Ein kurzes Gedicht zum Thema
Ein Blumenglo¨ckchen vom Boden hervor
War fru¨h gesprosset in lieblichem Flor;
Da kam ein Bienchen und naschte fein:
Die mu¨ssen wohl fu¨reinander sein.
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Wissenswertes
In diesem Gedicht von Johann Wolfgang von Goethe wird schon deutlich,
worum es im Folgenden gehen soll. Pflanzen sind oftmals auf die U¨bertra-
gung ihrer Samen durch Bienen oder Vo¨gel angewiesen, um sich vermehren
und ausbreiten zu ko¨nnen. Als Gegenleistung erhalten die Tiere Fru¨chte
oder Nektar als Nahrung, was wiederum zum Fortbestand ihrer Arten
fu¨hrt. Die Natur achtet dabei aber meist darauf, dass die Abha¨ngigkeit
zwischen bestimmten Pflanzen- und Tierarten nicht zu groß wird. Ko¨nnte
zum Beispiel eine gewisse Pflanzenart nur von einer Tierart besta¨ubt wer-
den, so wa¨re bei Ru¨ckzug oder Aussterben dieser Tierart auch die Pflanze
dem Tod geweiht.
Es gibt allerdings Ausnahmen. Die meisten Feigenarten haben na¨mlich
tatsa¨chlich
”
exklusive Besta¨uber“, die Feigenwespen, die wiederum ihre
Eier nur in den Blu¨ten der Feigen ablegen und befruchten lassen ko¨nnen.
Arbeitsauftrag 1
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Informiert euch u¨ber die Symbiose zwischen Feige und Feigenwespe! Wel-
ches tragische Leben und Ende haben die Ma¨nnchen der Feigenwespe
zu erwarten?
Welche verschiedenen Arten der Symbiose unterscheidet man in der Biolo-
gie? Zu welcher geho¨rt wohl das Verha¨ltnis zwischen Feige und Feigen-
wespe?
Wo in der Natur treten noch symbiotische Systeme auf?
Erla¨uterung: Informationen dazu lassen sich im Internet leicht finden.
Wichtig ist, dass die Schu¨ler erkennen, dass der Feigenbaum ohne die Wespe
auf Dauer aussterben wu¨rde und auch umgekehrt. Man nennt ein solches
Verha¨ltnis Eusymbiose.
Arbeitsauftrag 2
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
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Feige und Feigenwespe profitieren also voneinander. Anhand welcher Gro¨ßen
ko¨nnte man diesen Profit messen?
U¨berlegt euch eine Methode, wie man diese Messungen in der Praxis (zum
Beispiel auf einer kleinen Mittelmeerinsel) durchfu¨hren ko¨nnte! Be-
schreibt diese Methode mo¨glichst genau!
Einigt euch in der Klassendiskussion auf den praktischsten Vorschlag!
Erla¨uterung: Der Erfolg der Wespe ko¨nnte am besten anhand ihrer Be-
standszahlen gemessen werden, jener der Feigenba¨ume anhand der Anzahl
der Fru¨chte pro Baum, anhand der Anzahl der Feigenba¨ume oder anhand
der ra¨umlichen Ausbreitung.
Arbeitsauftrag 3
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Es sollen im Folgenden die beiden Gro¨ßen, die ihr in Arbeitsauftrag 2 gewa¨hlt
habt, zum Zeitpunkt tmitXt und Yt bezeichnet werden. Welche der fol-
genden vier Gleichungssysteme ko¨nnen die symbiotische Beziehung zwi-
schen den Feigenba¨umen und -wespen am besten beschreiben? Warum?
Xt+1 = Xt + aXt + bYt
Yt+1 = Yt + cXt + dYt (7.1)
Xt+1 = Xt − aXt + bYt
Yt+1 = Yt + cXt − dYt (7.2)
Xt+1 = Xt + aXt − bYt
Yt+1 = Yt − cXt + dYt (7.3)
Xt+1 = Xt − aXt + bXtYt
Yt+1 = Yt + cXtYt − dYt (7.4)
Fu¨r welche Situationen ko¨nnten die anderen Gleichungssysteme als Modell
herangezogen werden?
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Erla¨uterung: Das U¨bersetzen von der Sprache der Mathematik in einen
biologischen Zusammenhang steht in diesem Arbeitsauftrag im Vordergrund.
Man muss erkennen, dass eine der beiden Gro¨ßen abnehmen wu¨rde, wenn es
die jeweils andere nicht ga¨be. Damit kann man das erste und das dritte Glei-
chungssystem schon ausschließen, da hier jede der beiden Gro¨ßen unbegrenzt
wachsen wu¨rde, wenn es die jeweils andere nicht ga¨be.
Es bleiben also die zweite und die vierte Gleichung, die tatsa¨chlich beide
Modelle fu¨r symbiotisches Verhalten sind. Sie unterscheiden sich dadurch,
dass im einen Fall (Gleichung 2) der Fremdwachstumsterm von X nur von
Y abha¨ngt, im anderen Fall (Gleichung 4) aber vom Produkt aus X und Y .
Analoges gilt natu¨rlich fu¨r den Fremdwachstumsterm von Y .
Welches der beiden Modelle man nun bevorzugt, ha¨ngt von der Situation und
den gewa¨hlten Gro¨ßen ab. Hat man eine Situationen vor sich, wo das Wachs-
tum einer Art nur vom Vorhandensein der anderen Art abha¨ngt und nicht
vom eigenen Bestand, so wird man eher das zweite Gleichungssystem als Mo-
dell verwenden. Ist es allerdings so, dass der Reprodukionserfolg sowohl vom
eigenen als auch vom Bestand der anderen Art abha¨ngt (also beispielsweise
von der Anzahl der
”
Begegnungen“), so ist das vierte System zu bevorzugen.
Eine reale Situation, die durch das erste Gleichungssystem beschrieben wer-
den ko¨nnte, wird sich wohl nicht finden lassen. Das ohnehin schon exponen-
tielle Wachstum wird hier noch durch das Vorhandensein der jeweils anderen
Art versta¨rkt.
Gleichungssystem 3 beschreibt hingegen ein Konkurrenzverha¨ltnis zwischen
X und Y . Beide wu¨rden fu¨r sich genommen unbegrenzt wachsen, wenn sie
nicht durch den jeweils anderen durch Kampf um Ressourcen oder Platz dar-
an gehindert wu¨rden.
Dieser versta¨ndnisorientierte Arbeitsauftrag eignet sich gut zur Leistungs-
feststellung. Es werden komplexe Ta¨tigkeiten, wie das Erkennen von Struk-
turen, das Interpretieren von Gleichungen und das Formulieren von Zusam-
menha¨ngen gefordert und gefo¨rdert.
Aufgabe 1
Betrachten wir der Einfachheit halber das Gleichungssystem 2 aus dem Ar-
beitsauftrag 3. Wir stellen uns jetzt vor, dass mit Xt die Anzahl der Fei-
genwespen und mit Yt die durchschnittliche Anzahl der Fru¨chte eines Feigen-
baums jeweils zum Zeitpunkt t gemeint ist.
Xt+1 = Xt − 0, 1Xt + 0, 2Yt
Yt+1 = Yt + 0, 1Xt − 0, 05Yt (7.5)
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(a) Berechnet nacheinander die Anzahl der Wespen und der Fru¨chte pro
Baum zu den Zeitpunkten t = 1, 2, 3, wenn X0 = 100 und Y0 = 5 gilt!
(b) Was wird auf Dauer mit der Anzahl der Wespen bzw. der Fru¨chte pro
Baum passieren?
(c) Passt eure Vermutung aus (b) mit dem Grundgedanken der Symbiose
zusammen, dass na¨mlich beide Arten voneinander profitieren?
Lo¨sung:
(a) X1 = 91, Y1 ≈ 15, X2 ≈ 85, Y2 ≈ 23, X3 ≈ 81, Y3 ≈ 30
(b) Man ist versucht zu glauben, dass die Zahl der Wespen monoton fa¨llt,
die Zahl der Fru¨chte pro Baum hingegen aber monoton wa¨chst. Die Wi-
derlegung dieser mo¨glichen Vermutung und eine Erkla¨rung dazu liefert
der folgende Arbeitsauftrag.
Wissenswertes
Das Berechnen der Zahlenwerte in Aufgabe 1 (a) war schon fu¨r nur drei
Zeitpunkte recht aufwa¨ndig. Will man sich den Verlauf u¨ber einen viel
la¨ngeren Zeitraum ansehen, so eignet sich an dieser Stelle der Einsatz
eines Computers. Man kann beispielsweise mit dem Programm Derive




Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Betrachtet den obigen Derive-Screenshot und versucht zu verstehen, wie
bei der Eingabe des Gleichungssystems vorgegangen wurde! Was be-
wirkt die definierte Funktion Symbiose(x0, y0, n)?
Ladet die Datei Symbiose.dfw, markiert die vierte Zeile im Algebra-Fenster
und dru¨ckt anschließend auf das Symbol Approximieren (siehe obige
Abbildung). Stellt die Tabelle, die Derive berechnet, grafisch dar!
Vergleicht die ersten vier Zeilen der Tabelle mit euren Ergebnissen aus
Aufgabe 1!
Was passiert auf lange Zeit gesehen mit der Anzahl der Wespen und der
Anzahl der Feigen pro Baum in diesem Modell tatsa¨chlich? Inwieweit
ist dieses Ergebnis realistisch?
Zeichnet nun noch einige weitere Bahnen mit anderen Startwerten in dassel-
be Diagramm! Erkennt ihr eine Gemeinsamkeit der einzelnen Bahnen?
Erla¨uterung: Auf lange Zeit gesehen na¨hern sich alle Bahnen unabha¨ngig
von den Startwerten asymptotisch einer bestimmten Gerade. Sowohl die
Anzahl der Wespen als auch die der Feigen pro Baum wa¨chst in diesemModell
unbegrenzt, was zumindest ab einem gewissen Zeitpunkt unrealistisch sein
muss.
Die Schu¨ler sollen durch diesen Arbeitsauftrag erkennen, dass Messungen in
der Natur, die nur u¨ber sehr kurze Zeitra¨ume reichen, oft keine Prognosen
fu¨r die weitere Entwicklung des biologischen Systems erlauben.
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Arbeitsauftrag 5
Bearbeitung: Kleingruppe, Diskussion in der Klasse
Pflicht
Wir bleiben noch einmal beim Gleichungssystem 2 aus Arbeitsauftrag 3.
Wa¨hlt nun selbst beliebige Werte fu¨r die Konstanten a, b, c, d aus dem
Intervall [0; 0, 3]!
Gebt das System analog zur Datei Symbiose.dfw in Derive ein! Na¨hern sich
die Bahnen wieder einer gemeinsamen Gerade? Gibt es Unterschiede
zu vorher?
Skizziert die entstandene Grafik an der Tafel und vergleicht die Ergebnisse
der einzelnen Gruppen! Gibt es qualitative Unterschiede?
Erla¨uterung: Die Bahnen na¨hern sich immer einer Gerade, deren Lage
allerdings von den gewa¨hlten Konstanten a, b, c, d abha¨ngt. Ein qualitativ




gilt, da dann die Bahnen nicht
ins Unendliche, sondern zum Koordinatenursprung streben. Eine Erkla¨rung
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Analysiert das Gleichungssystem 4 aus Arbeitsauftrag 3 wieder mit Hilfe
von Derive! Tipp: Als Zahlenwerte fu¨r die Konstanten eignen sich z.
B. a = 0, 1, b = 0, 01, c = 0, 02 und d = 0, 2.
Streben auch hier die Bahnen unabha¨ngig von den Startwerten in die glei-
che Richtung?
Berechnet, fu¨r welchen Wert von Xt die Beziehung Xt+1 = Xt gilt! Analog
fu¨r Yt+1 = Yt!
Gebt die eben berechneten Werte fu¨r Xt und Yt als Startwert in das Modell
in Derive ein! Wie ist das Ergebnis zu interpretieren?
Erla¨uterung: Fu¨r die hier angegebenen Konstanten erha¨lt man folgendes
Phasenportrait:
Es ha¨ngt also vom Startwert ab, ob die Bahn ins Unendliche oder zum Ko-
ordinatenursprung konvergiert. Als Fixpunkt ergibt sich in diesem Beispiel





Verfasst einen Artikel (etwa zwei A4-Seiten) fu¨r eine naturwissenschaftliche
Zeitschrift, der unter anderem folgende Fragen beantwortet:
• Was versteht man unter einem symbiotischen System?
• Wie kann man solche Systeme mathematisch beschreiben?
• Welche Aussagekraft haben mathematische Modelle? Wie geht man
mit ihren Ergebnissen um?
• Was sind Vor- bzw. Nachteile symbiotischer Systeme? Warum wu¨rde
die Welt ohne Symbiosen nicht funktionieren?
Achtet auf ein ansprechendes Layout und gebt an, fu¨r welches Zielpublikum




8.1 Ausbreitung von Epidemien
Dieser Abschnitt entspricht einem Artikel, der im Dezember 2008 in den In-
ternationalen Mathematischen Nachrichten (Heft 209) erscheinen wird. Die
dabei vorgestellte Unterrichtssequenz konnte in einer 6. Klasse AHS Ober-
stufe erprobt werden, die Erfahrungen und Ru¨ckmeldungen der Schu¨lerinnen
und Schu¨ler dazu findet man im Abschnitt 9.1.
Ein Thema, das die Welt bewegt
Die Epidemiologie setzt sich mit den Ursachen und der Ausbreitung von
u¨bertragbaren Krankheiten auseinander. Erste Maßnahmen, Epidemien er-
folgreich entgegenzutreten, gab es schon 1850. Mathematische Modelle wur-
den allerdings erst etwa 50 Jahre spa¨ter entwickelt. Eine entscheidende Rolle
spielte dabei der britische Mediziner Sir Ronald Ross, der beinahe sein ge-
samtes Leben fu¨r die Beka¨mpfung der Malaria gearbeitet hat. Er bereiste
zahlreiche La¨nder und Kriegsschaupla¨tze, um mehr u¨ber diese Krankheit
zu erfahren. Er wollte die Ursache fu¨r die Malariaepidemie und ihre ra-
sche Ausbreitung entdecken. Letztlich fand er heraus, dass die Ansteckung
mit Malaria immer u¨ber Malariamu¨cken ablief. Dafu¨r erhielt er 1902 den
Medizinnobelpreis, 1911 wurde er geadelt. Er entwickelte sogar ein erstes
mathematisches Modell zur Beschreibung der Verbreitung der Krankheit.
Gegen Ende des 20. Jahrhunderts stieg auch medial das Interesse an der
Epidemiologie. Krankheiten wie SARS oder die Vogelgrippe waren wochen-
lang Thema in Zeitungen und im Fernsehen rund um den Erdball. Viele
du¨stere Prognosen und Szenarien wurden vorgestellt und emotional gepra¨gte
Diskussionen wurden gefu¨hrt - nicht zum Schaden der Pharmaindustrie, wie
man sich vorstellen kann.
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Gerade auch diese Diskussionen und Entwicklungen haben gezeigt, dass rea-
listische Prognosen u¨ber den Verlauf einer Epidemie nur sehr schwer zu treffen
sind. Die dafu¨r notwendigen mathematischen Modelle sind sehr vielschichtig.
Im Folgenden wird ein Unterrichtskonzept zum Thema vorgestellt, das den
Bogen von Modellen mit zuerst sehr einfachen Annahmen bis hin zu etwas
komplexeren Modellen, wie dem SIR-Modell, spannt.
Der Einstieg in das Thema
 
Wir betrachten hier eine Krankheit,
die direkt durch die Luft von Mensch
zu Mensch u¨bertragen werden kann.
Im Schulunterricht kann zu die-
sem Zweck diskutiert werden, wel-
che unterschiedlichen Bevo¨lkerungs-
gruppen es in Zusammenhang mit
einer bestimmten Krankheit (z. B.
Grippe) geben kann. Dabei ko¨nnten
etwa Gesunde, Infizierte, Infektio¨se,
Geimpfte, Immune, Tote, in Qua-
ranta¨ne befindliche Menschen usw.
genannt werden.
In einem na¨chsten Schritt kann nun u¨berlegt werden, zwischen welchen dieser
Gruppen U¨berga¨nge stattfinden und in welche Richtung diese gehen ko¨nnen.
Es ist klar, dass ein entsprechendes mathematisches Modell zu diesem Realm-
odell fu¨r den Schulunterricht zu kompliziert wa¨re. Alle mo¨glichen U¨berga¨nge
sofort in Betracht zu ziehen, wu¨rde dazu fu¨hren, dass die Suche nach ge-
eigneten U¨bergangsparametern zu komplex und das Aufstellen der (vielen)
Gleichungen zu unu¨bersichtlich wa¨re. Wir starten daher bei einem zuna¨chst
recht einfachen Modell mit lediglich zwei unterschiedlichen Bevo¨lkerungs-
gruppen.
Ein einfaches Modell
Betrachten wir etwa die Ausbreitung einer Grippe. Dabei gibt es die Bevo¨lke-
rungsgruppe, die zwar noch gesund, aber prinzipiell empfa¨nglich fu¨r die
Krankheit ist. Wir nennen diese Menschen Suszeptible. Auf der anderen Seite
gibt es die bereits mit der Krankheit Infizierten. Wie finden nun U¨berga¨nge










Der Einfachheit halber nehmen wir
an, dass sich in jedem Zeitschritt (das
kann eine Stunde, ein Tag, eine Wo-
che sein) ein fixer Prozentsatz a an
Suszeptiblen infiziert und dass um-
gekehrt in jedem Zeitschritt ein fixer
Prozentsatz b von Infizierten gesun-
det und dann wieder suszeptibel ist:
siehe nebenstehende Abbildung.
Bezeichnen wir die Anzahl der Suszeptiblen zum Zeitpunkt t mit St und jene
der Infizierten mit It und setzen wir weiters voraus, dass die Gesamtpopula-
tionsgro¨ße konstant gleich N ist, dann ergibt sich:
St+1 = St − aSt + bIt
It+1 = It + aSt − bIt = N − St+1
Wir haben also ein System von Rekursionen gewonnen. Es bleibt nur noch,
die Konstanten a und b geeignet zu wa¨hlen. Gehen wir von einer Populations-
gro¨ße N = 1500 aus und wa¨hlen wir etwa a = 0, 05 und b = 0, 1. Wir ko¨nnen
nun z. B. durch eine Simulation in einer Tabellenkalkulation feststellen, ob
diese Wahl
”
brauchbar“ war. Dabei wird natu¨rlich das große Potential von
solchen Programmen, na¨mlich das U¨bertragen von Formeln auf andere Zellen
und die damit verbundene rasche Berechnung rekursiv definierter Folgenglie-
der, ausgenutzt. Auch die grafische Darstellung mit Hilfe des eingebauten

















a = 0, 05; b = 0, 1; N = 1500
S0 = 1500; I0 = 0
Es zeigt sich ein Verlauf der Zeitdiagramme, der auf lange Sicht zu stabi-
len Verha¨ltnissen fu¨hrt. Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler ko¨nnen nun selbst
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herausfinden, dass bei dieser Wahl der Parameter auf Dauer ein Drittel der
Bevo¨lkerung krank sein wird. Die konkreten Personen wechseln dabei aller-
dings. Sie ko¨nnen weiters mit den Parametern a, b und S0 experimentieren
und die Vera¨nderungen an den Zeitdiagrammen beobachten. S0 gibt dabei
natu¨rlich die Anzahl der Suszeptiblen zu Beginn des Prozesses an. Man er-
kennt, dass die Anzahl der Infizierten, die sich nach langer Zeit einstellt,
zwar von der Wahl der Parameter a und b, nicht aber von der Wahl von S0
abha¨ngt.
Bei der Beschreibung realer Krankheiten geht man oft genau umgekehrt
vor. Man beobachtet zuna¨chst die Gro¨ßen der Bevo¨lkerungsgruppen und
deren Vera¨nderungen im Laufe der Zeit und versucht danach, die im Modell
vorkommenden Parameter geeignet anzupassen. Man kann dann aus so ei-
nem Modell lernen, welche durch den Menschen steuerbaren Parameter man
vera¨ndern muss, um auf Dauer bessere Ergebnisse (z. B. geringere Infizier-
tenzahlen) zu erlangen. Kehren wir aber zuru¨ck zu unserem Beispiel: Das
Langzeitverhalten des Systems la¨sst sich auch aus den Rekursionsgleichun-
gen erkennen und berechnen. Uns interessiert dabei ja folgende Frage: Wie
viele Menschen werden gesund sein, wenn sich die Anzahl der Infizierten und
damit auch die der Gesunden nicht mehr a¨ndert, wo liegt also ein mo¨glicher
Fixpunkt des Prozesses? Wir wollen demnach wissen, wie groß S ist, wenn
St+1 = St gilt und ob der Prozess zu diesem Fixpunkt konvergiert. Setzen
wir also diese Bedingung in die Rekursion fu¨r die Suszeptiblen ein:
St+1 = St − aSt + bIt
St = St − aSt + bIt
aSt = bIt





Es bliebe jetzt noch, die Konvergenz der Rekursionsfolge St mit Methoden
der Theorie der Differenzengleichungen zu zeigen. Darum soll es aber in
diesem Artikel und auch im Schulunterricht nicht prima¨r gehen. Vielmehr
reicht an dieser Stelle der intuitive und experimentelle Zugang mit Hilfe der
Tabellenkalkulation. Man sieht die
”
Konvergenz“. Den stabilen Endzustand
der Anzahl der Suszeptiblen bezeichnen wir nun mit S∗ = b
a+b
N . In unserem
Fall ergibt sich S∗ = 0,1
0,15
· 1500 = 1000. Wie kann man ganz allgemein dafu¨r
sorgen, dass S∗ einen mo¨glichst großen Wert annimmt? Man sollte klarer-
weise versuchen, b mo¨glichst groß und a mo¨glichst klein zu machen. Doch
hat man auf diese Parameter u¨berhaupt Einfluss? Es ist notwendig, sich Ge-
danken daru¨ber zu machen, wie man diese Parameter zu interpretieren hat.
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b ist die Genesungsrate, kann also etwa durch Medikamente, Pflege, Scho-
nung usw. angehoben werden. a ist die Infizierungsrate, die durch Sta¨rkung
der Abwehrkra¨fte im Vorhinein bzw. durch Verhinderung von Kontakten zu
Kranken gesenkt werden kann. Diese Parameter sind natu¨rlich von Krank-
heit zu Krankheit unterschiedlich zu interpretieren. Sie ha¨ngen davon ab,
auf welche Arten die Krankheit u¨bertragen werden kann bzw. wie sich der
Genesungsprozess im Einzelfall gestaltet. Beobachtet man nun in unserem
Beispiel, dass sich die Ansteckungsrate a auf 10 Prozent erho¨ht, auf wel-
chen Wert mu¨sste man dann den Genesungsparameter b anheben ko¨nnen,
damit auf Dauer trotzdem nicht mehr als 500 Personen krank sind? Welche
Mo¨glichkeiten gibt es, die Parameter a und b so zu wa¨hlen, dass die Anzahl
der kranken Personen nicht gro¨ßer als 300 ist? Wie groß ist die Ansteckungs-
rate ungefa¨hr, wenn bei einer Genesungsrate von 15 Prozent auf Dauer 1400
Personen gesund sind? Diesen Fragen ko¨nnen die Schu¨ler einerseits experi-
mentell mit Hilfe der Tabellenkalkulation auf den Grund gehen, andererseits




Wir haben bei unseren bisherigen Betrachtungen vo¨llig außer Acht gelassen,
dass die Anzahl der Neuansteckungen davon abha¨ngen muss, wie ha¨ufig es
zu Kontakten von Suszeptiblen mit Infizierten kommt. Das ist aber gerade
die relevante Frage. Bisher wurde ja in jedem Zeitschritt einfach ein fixer
Prozentsatz an Gesunden krank, alleine davon abha¨ngig, wie viele Gesunde








Je mehr mo¨gliche Begegnungen es
zwischen Suszeptiblen und Infizier-
ten gibt, desto mehr Neuansteckun-
gen soll es in unserem Modell pro
Zeitschritt geben. Die Anzahl der
Neuansteckungen ko¨nnte etwa als di-
rekt proportional zu dieser Anzahl
der mo¨glichen Begegnungen model-
liert werden.
Falls die Schu¨ler die Berechnung der Anzahl der mo¨glichen Begegnungen
schon von Ra¨uber-Beute-Modellen kennen, dann ko¨nnen sie selbst versuchen,
die zu diesem Modell passenden Rekursionsgleichungen zu finden. Falls nicht,
kann an dieser Stelle erarbeitet werden, dass jeder Suszeptible prinzipiell
jedem Infizierten begegnen kann, was insgesamt also genau St · It mo¨gliche
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Begegnungen liefert. Ein gewisser Prozentsatz a dieser Begegnungen wird
tatsa¨chlich stattfinden und auch zu einer Infektion des Suszeptiblen fu¨hren.
St+1 = St − aStIt + bIt
It+1 = It + aStIt − bIt
Die Schu¨ler ko¨nnen jedenfalls versuchen, den Gleichgewichtszustand alge-
braisch aus diesen Rekursionen zu berechnen. Dazu verwenden sie wieder
die Bedingung St+1 = St. Das Ergebnis ist dabei S
∗ = b
a
. Auf den ers-
ten Blick erscheint es vielleicht eigenartig, dass dieser Gleichgewichtszustand
S∗ scheinbar unabha¨ngig von der Populationsgro¨ße N ist. Tatsa¨chlich ist
allerdings schon die Wahl des Parameters a abha¨ngig davon, wie groß die
Population ist. Die Anzahl der mo¨glichen Begegnungen zwischen Suszepti-
blen und Infizierten wa¨chst ja in Abha¨ngigkeit von N sehr rasch, was bei
der Berechnung der tatsa¨chlichen Neuansteckungen durch den Parameter a
kompensiert werden kann. Fu¨r das Implementieren am PC beno¨tigen wir
nun wieder vernu¨nftige Parameterwerte fu¨r a und b. Dazu kann man den
Schu¨lern etwa folgende Aufgabe stellen: Angenommen, pro Zeitschritt wer-
den 10% der Infizierten wieder gesund. Wie groß muss a gewa¨hlt werden,
damit S∗ = 800 ist? Implementiert nun das Modell mit diesen Werten in















a = 0, 000125; b = 0, 1; N = 1000
S0 = 990; I0 = 10
Die Zeitdiagramme sehen ganz a¨hnlich aus wie bei unserem ersten Versuch.
Bei genauer Betrachtung fa¨llt allerdings auf, dass der Verlauf sigmoid, d. h.
s-fo¨rmig ist. Bei wenigen Infizierten zu Beginn gibt es auch wenige Neu-
ansteckungen. Erst wenn I wa¨chst, steigt auch die Anzahl der mo¨glichen
Begegnungen. Insgesamt also doch ein etwas realistischeres Modell als das
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erste. Dennoch wollen wir es noch weiter verbessern, indem wir eine dritte
Bevo¨lkerungsgruppe hinzunehmen.
Das SIR-Modell
Wir betrachten nun zusa¨tzlich die Eventualita¨ten, einerseits an der Krank-
heit zu sterben und andererseits infizierte Personen unter Quaranta¨ne stellen
zu ko¨nnen, um so die Ansteckungsmo¨glichkeiten Suszeptibler zu verringern.
Diese beiden Personengruppen fassen wir zu einer zusammen und nennen
sie - wie in der Literatur u¨blich - Removed, was wir mit R abku¨rzen. Die-
ses Zusammenfassen ist deshalb vernu¨nftig, weil beide Bevo¨lkerungsgruppen
keinen Einfluss mehr auf die Entwicklung der Suszeptiblen bzw. Infizierten
haben.
 
Der einzig neue U¨bergang soll nun je-
ner von den Infizierten zu den Re-
moved sein. In jedem Zeitschritt soll
ein fixer Prozentsatz c von Infizier-
ten in die neue Gruppe wechseln.
Die Schu¨ler sollen nun versuchen,
die Rekursionsgleichungen von vor-
hin dementsprechend zu erweitern.
St+1 = St − aStIt + bIt
It+1 = It + aStIt − bIt − cIt
Rt+1 = Rt + cIt
Zur leichteren Einpra¨gsamkeit der Abku¨rzungen S, I und R nennt man Mo-
delle dieser Gestalt SIR − Modelle. Nachdem die Schu¨ler diese Rekursi-
onsgleichungen in einer Tabellenkalkulation implementiert haben, stellt sich
ihnen die Frage, welche Unterschiede sie zu den bisher betrachteten Model-
len erkennen. Die Wahl der Parameter kann dabei, nachdem sich bei den
Schu¨lern durch die Bearbeitung der oben besprochenen Modelle wohl schon
ein Gespu¨r fu¨r deren Gro¨ßenordnung entwickelt hat, durch Probieren erfol-
gen. Bei
”
schlechter“ Wahl der Parameter kann es zu ungewu¨nschten Ergeb-
nissen des Modells kommen. Ist beispielsweise a in Relation zu b zu groß, d.
h. dominiert der Term −aStIt den Term bIt in zu großem Ausmaß, kann es















a = 0, 0002; b = 0, 1; c = 0, 03; N = 1000
S0 = 990; I0 = 10; R0 = 0
Es zeigt sich wie bei den ersten beiden Modellen, dass sich auf Dauer - hier
nach einer sprichwo¨rtlichen Grippewelle - stabile Verha¨ltnisse einstellen. Al-
lerdings gibt es bei diesem Modell am Ende keine Infizierten mehr, die Krank-
heit kann also in der betrachteten Population als ausgestorben bezeichnet
werden. Selbstversta¨ndlich ko¨nnen allerdings in der Gruppe der Removed
noch kranke Menschen sein, es besteht aber keine Ansteckungsmo¨glichkeit
mehr fu¨r Suszeptible. Die algebraische Ermittlung dieses Gleichgewichtszu-
standes ist nun leider nicht mehr so einfach mo¨glich wie vorher. Setzt man
wieder die Bedingung St+1 = St in die Rekursionsgleichung fu¨r die Suszepti-




, in unserem Beispiel also bei S∗ = 500. Ganz offensichtlich liegt
aber der Wert, den uns die Tabellenkalkulation liefert u¨ber 500, na¨mlich bei
etwa 519 Suszeptiblen. Wie kann das sein? Die Antwort liegt darin be-
gru¨ndet, dass die Anzahl der Infizierten bereits Null ist, bevor sich dieser
Wert fu¨r S u¨berhaupt einstellen kann. Auch in diesem Fall gilt ja St+1 = St.
Es gibt dann na¨mlich keine Neuansteckungen mehr, die Anzahl der Suszepti-
blen bleibt konstant. Was kann man nun tun, um den tatsa¨chlichen Wert fu¨r
S∗ mo¨glichst groß zu halten? Diese Frage ko¨nnen die Schu¨ler wieder expe-
rimentell mit der Tabellenkalkulation erforschen. Dazu dienen die folgenden
Ansto¨ße: Was passiert, wenn durch die Verwendung eines neuen Medika-
ments die Genesungsrate b von 0, 10 auf 0, 11 angehoben werden kann? Was
geschieht langfristig gesehen, wenn die U¨bergangsrate c statt 0, 3 den Wert
0, 4 annimmt? Wie ist das dabei auftretende Pha¨nomen zu erkla¨ren? Sowohl
die Erho¨hung von b als auch von c fu¨hren na¨mlich dazu, dass die Anzahl der
Suszeptiblen auf lange Zeit gesehen steigt. Inhaltlich ist dabei bemerkens-
wert, dass wenn eine Krankheit sehr gefa¨hrlich und im hohen Maße to¨dlich
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ist - was ja gerade durch einen großen Wert fu¨r c ausgedru¨ckt werden kann
- am Ende weniger Leute mit der Krankheit infiziert sind. Das liegt eben
genau daran, dass die Anzahl der im Moment Infizierten relevant fu¨r die
Anzahl der Neuansteckungen ist. Ein
”
großes“ c dezimiert diese Anzahl.
Schließlich ko¨nnen sich die Schu¨ler Gedanken daru¨ber machen, wie das Mo-
dell erweitert werden mu¨sste, wenn man auch Impfungen von Suszeptiblen
oder Immunita¨t nach u¨berstandener Krankheit beru¨cksichtigen wu¨rde und
welchen Einfluss das auf das Langzeitverhalten des Systems ha¨tte. Auch
ko¨nnte man U¨berga¨nge von den unter Quaranta¨ne stehenden Menschen zu
den Suszeptiblen in das Modell aufnehmen.
Ein viertes und letztes Modell
Den Effekt, dass durch gefa¨hrlichere Viren insgesamt weniger Menschen er-
kranken, kann man auch im direkten Vergleich zweier Krankheitserreger de-
monstrieren. Betrachten wir dabei zwei Virentypen, die sich in ihrer
”
Agres-
sivita¨t“, genauer gesagt in ihrer To¨dlichkeit, unterscheiden. Die an Virus 1
erkrankten Personen werden mit It bezeichnet und haben eine Sterberate v
pro Zeitschritt, wa¨hrend die an Virus 2 Erkrankten mit Jt bezeichnet werden
und eine Sterberate w haben. Wir nehmen diesmal auch einen Geburtspro-
zess dazu. Die Anzahl der Suszeptiblen soll wie im Modell des begrenzten
Wachstums mit Kapazita¨tsgrenze K zunehmen. Die Anzahl der Neuerkran-
kungen pro Zeitschritt soll wieder proportional zur Anzahl der jeweils mo¨gli-
chen Begegnungen sein:
St+1 = St + a · (K − St)− b · St · (It + Jt)
It+1 = It + b · It · St − v · It
Jt+1 = Jt + b · Jt · St − w · Jt
Was bedeutet es nun, dass ein Virus aggressiver ist als das andere? In un-
serem Modell soll es keinen Unterschied bei der U¨bertragung der Krankheit
geben. In beiden Fa¨llen verwenden wir den Parameter b als Infektionsra-
te. Eine andere Mo¨glichkeit besteht darin, die Sterberaten unterschiedlich
anzusetzen. Wir wollen im Folgenden annehmen, dass das Virus 2 etwas
aggressiver als das Virus 1 ist, d. h. dass die Sterberate w gro¨ßer als die
Sterberate v ist. Die Wahl geeigneter Parameter ist in diesem Beispiel gar
nicht so einfach, es kann den Schu¨lern dabei mit Hinweisen weitergeholfen
werden. Generell ist es gu¨nstig, die Parameter
”
eher klein“ zu wa¨hlen, um
die Vera¨nderungen der betrachteten Populationsgro¨ßen S, I und J pro Zeit-
schritt klein zu halten und dadurch negative Werte bzw. Oszillationen wie
beim diskreten logistischen Wachstum mit zu großem Wachstumsparameter














a = 0, 01; b = 0, 0001; v = 0, 05; w = 0, 06
S0 = 400; I0 = 20; J0 = 100
Trotz der zu Beginn ho¨heren Zahl an Virus-2-Erkrankten hat das
”
schwa¨-
chere“ Virus 1 auf Dauer die
”
besseren Karten“, wenn es ums U¨berleben
in der betrachteten Bevo¨lkerung geht. Das Virus 2 stirbt sogar komplett
aus, wa¨hrend sich zwischen den verbleibenden Bevo¨lkerungsgruppen stabi-
le Verha¨ltnisse einstellen. Die Anzahl der verstorbenen Menschen wa¨chst
natu¨rlich weiter, im stationa¨ren Zustand werden in diesem Modell in jedem
Zeitschritt so viele Menschen geboren, wie an der Krankheit versterben. S∗
la¨sst sich leider nicht sehr einfach berechnen. Aus der Bedingung St+1 = St
gewinnt man aber immerhin die Beziehung S∗ = K − v
a
I∗ zwischen den
Suszeptiblen und den Infizierten im Gleichgewichtszustand.
Schlussendlich kann man sich noch fragen, was passiert, wenn man anstatt
unterschiedlicher Sterberaten unterschiedliche U¨bertragungsraten b1 und b2
einfu¨hrt. Die Schu¨ler ko¨nnen experimentell leicht feststellen, dass in diesem
Fall das aggressivere Virus sehr wohl die Oberhand beha¨lt, was ja bei gleichen
Sterberaten wenig verwunderlich ist.
8.2 Modellierungsaufgaben aus der Biomathe-
matik
Wenn man biomathematische Modelle bearbeitet, muss das nicht per se be-
deuten, dass man dabei auch wirklich modelliert. So finden sich in den vorher





In diesem Abschnitt hingegen soll nun wirklich die Modellbildung im Vorder-
grund stehen. Wie man schon im Abschnitt 3.3.7 sehen konnte, geho¨ren zum
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mathematischen Modellieren viele unterschiedliche Ta¨tigkeiten: Konstruie-
ren/Verstehen, Vereinfachen/Strukturieren, Mathematisieren, Mathematisch
arbeiten, Interpretieren, Validieren und Darlegen/Erkla¨ren. Die folgenden
Unterrichtsmaterialien sind also naturgema¨ß von ihrem kognitiven, aber auch
von ihrem kreativen Anspruch her sehr hoch einzustufen.
Mathematisches Modellieren muss – genau wie alles andere – auch erst ein-
mal geu¨bt werden. Kleinere Einstiegsaufgaben, wie etwa Fermi-Aufgaben1
bieten jedoch schon in der Unterstufe die Mo¨glichkeit, Modellieren zu lernen.
Als Basis fu¨r die folgenden Modellierungsaufgaben wa¨re es von Vorteil, wenn
die Schu¨ler schon Vorerfahrungen mit biomathematischen Modellen oder zu-
mindest mit elementaren, diskreten Wachstumsprozessen gemacht ha¨tten.
Eine Gefahr bei der Arbeit mit Schu¨lern ist aus eigener Erfahrung, dass
sie meist sehr schnell am Computer arbeiten mo¨chten. Viel sinnvoller ist
es jedoch, zuerst lediglich mit Papier und Bleistift zu arbeiten, Notizen zu
machen, Skizzen und Diagramme anzufertigen, die die vorliegende Situa-
tion versta¨ndlich darstellen und die Struktur erkennen lassen. Erst wenn
man die Rekursionsformeln herausgearbeitet hat, ist es sinnvoll, eine Tabel-
lenkalkulation die la¨stigen Berechnungen u¨bernehmen zu lassen und durch
Experimentieren brauchbare Zahlenwerte fu¨r eventuelle Parameter zu finden.
Meist ist es sinnvoll, die Schu¨ler in kleinen Gruppen zu je vier oder fu¨nf
Personen arbeiten zu lassen und ihnen dafu¨r ausreichend Zeit zur Verfu¨gung
zu stellen. Am Ende dieser Arbeitsphasen wa¨re eine Pra¨sentation der Grup-
penergebnisse vor der ganzen Klasse wu¨nschenswert.
1siehe z. B. HERGET (2005)
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Bevo¨lkerungsdynamik mit mehreren Altersklassen
In den Medien gibt es ha¨ufig die Diskussion um den
”
Generationenver-
trag“. Das Problem der U¨beralterung unserer Bevo¨lkerung aufgrund
des medizinischen Fortschritts und der vielfa¨ltigen sozialen und gesell-
schaftlichen Vera¨nderungen wird uns in Mitteleuropa in den kommenden
Jahrzehnten begleiten. In anderen Teilen der Erde ist man hingegen
bestrebt, die Geburtenraten mo¨glichst niedrig zu halten, um eine Bevo¨lke-
rungsexplosion zu verhindern.
Wa¨hlt eine bestimmte Bevo¨lkerung (z. B. die o¨sterreichische, die chi-
nesische, die eurer Heimatstadt, . . . ), fu¨r die ihr gerne ein Modell
erstellen wollt und unterteilt sie in Altersklassen!
Trefft Modellannahmen (Anzahl der Altersklassen, Geburtenraten, Ster-
beraten, U¨bergangsraten, . . . )!
Simuliert danach eventuell auch Geburtenkontrolle, Krieg, Babyboom,
. . .
Wie sieht die langfristige Entwicklung der Bevo¨lkerung aus?
Welche gesellschaftspolitischen Probleme ko¨nnten sich ergeben und
wie ko¨nnte man diese vermeiden oder verringern? Versucht, eure
Vermutungen durch euer Modell zu besta¨tigen!
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Nahrungsketten
Nahrungsketten – von der niedrigsten Pflanze zum
”
Top predator“, dem
obersten Raubtier – sind in der Natur gang und ga¨be. Faszinierender-
weise fu¨hrt das nur selten zum Aussterben einer Art, es herrscht oftmals
o¨kologisches Gleichgewicht. Wenn da nicht der Einfluss des Menschen
wa¨re . . .
Modelliert eine beliebig lange (lineare) Nahrungskette!
Trefft Modellannahmen (La¨nge der Nahrungskette, Abha¨ngigkeit einer
Spezies von seiner Nahrungsquelle, Geburtenrate, Sterberate, usw.)!
Was kann die Ausrottung einer Tierart bewirken? Was die Einbringung
einer neuen Ra¨uber- oder Beutespezies?
Ausbreitung einer Krankheit
Das Problem bei Krankheiten ist oftmals nicht nur das Kranksein selbst,
sondern vielmehr die Ansteckung von anderen Menschen. Die Krankheit
wird immer wieder neu verbreitet, kann immer gro¨ßere Personengruppen
befallen und mo¨glicherweise dauerhaft in einer Bevo¨lkerung Fuß fassen.
Um eine Epidemie vermeiden zu ko¨nnen, muss man allerdings wissen,
wie eine bestimmte Krankheit u¨berhaupt u¨bertragen wird und welchen
Einfluss man darauf hat.
Modelliert zum Beispiel die Ausbreitung einer Grippe!
Trefft Modellannahmen: Welche Bevo¨lkerungsgruppen gibt es (Suszepti-
ble, Infizierte, Tote, Immune, usw.)? Wie wird die Krankheit u¨ber-
tragen und wie kann das modelliert werden?
Wie hoch ist der Anteil der an der Epidemie Erkrankten oder Ver-
storbenen nach einer gewissen Zeit? Welche Maßnahmen mu¨ssten
getroffen werden, um eine Epidemie zu verhindern? Versucht, eure
Vermutung durch euer Modell zu stu¨tzen!
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Rodung und Nachwachsen eines Waldes
Der Wald wird oft als gru¨ne Lunge der Erde bezeichnet. Er hat Funktio-
nen verschiedenster Art, was oft zu Konflikten zwischen Personengruppen
mit unterschiedlichen Interessen wie etwa Umweltorganisationen, Touris-
tenverba¨nden, Landwirten, Industrie, Wirtschaft usw. fu¨hrt.
Modelliert den Baumbestand eines beliebigen (fiktiven) Waldes!
Trefft Modellannahmen (Einteilung in Baumho¨henklassen, Wachstums-
rate, Lebenserwartung von Ba¨umen, Einteilung in verschiedene
Baumarten, usw.)!
Simuliert Rodung, natu¨rliche Neubildung, ku¨nstliche Aufforstung, usw.!
Konkurrenz
Der Kampf ums U¨berleben ist ein ganz natu¨rliches und oft beobachtetes
Schauspiel. Jede Art versucht, mo¨glichst großen Reproduktionserfolg zu
haben, und das gelingt natu¨rlich nur dann besonders gut, wenn genu¨gend
Territorien und Ressourcen zur Verfu¨gung stehen – die man sich notfalls
mit Gewalt holt.
Modelliert die Situation zwischen zwei Tierarten, die um die gleiche
Ressource konkurrieren!
Trefft Modellannahmen (Wachstumsraten, Sterberaten, Geburtenraten,
in welchen Situationen kommt es u¨berhaupt zu Konkurrenz? usw.)!
Wie wu¨rde sich die Anzahl der Tiere einer Spezies bei Abwesenheit
der jeweils anderen Art entwickeln?
Ha¨ngt der Verlauf der Lo¨sungskurven von der Wahl der Startwerte ab?
Gibt es eine Mo¨glichkeit, bei der beide Arten dauerhaft u¨berleben?





9.1 Erfahrungen mit den Unterrichtsmateria-
lien
Lehreraus- und fortbildung
Im Rahmen der Lehrveranstaltung Außermathematische Anwendungen im
Mathematikunterricht an der Fakulta¨t fu¨r Mathematik der Universita¨t Wien
war es mo¨glich, zwei Einheiten zum Thema Biomathematik im Schulunter-
richt abzuhalten, in denen unter anderem auch Unterrichtsvorschla¨ge fu¨r die
Sekundarstufe vorgestellt werden konnten. Inhaltlich wurden Themen wie
Mathematische O¨kologie und Wachstumsvorga¨nge behandelt. Weiters gab es
einige Initiativen in der Lehrerfortbildung, wie etwa einen Vortrag beim Leh-
rerInnenfortbildungstag der O¨MG 2006, sowie einen Seminartag am Gym-
nasium Oberpullendorf. Dabei konnten diskrete biomathematische Modelle
einer großen Zahl von Lehrkra¨ften als mo¨glicher neuer Unterrichtsinhalt vor-
gestellt werden. Das Thema war dabei vielen Lehrerinnen und Lehrern ganz
neu. Weitere Fortbildungsveranstaltungen sind in Planung, etwa fu¨r die Ar-
beitsgemeinschaft Mathematik in Niedero¨sterreich im Herbst 2008.
Arbeit mit Schu¨lerinnen und Schu¨lern
Ein erster Versuch, das Thema Biomathematik mit Schu¨lern zu bearbei-
ten, wurde bei der Summer School der Fakulta¨t fu¨r Mathematik im Som-
mer 2007 unternommen. 18 interessierte Schu¨lerinnen und Schu¨ler nahmen
an dieser Veranstaltung teil, bei der ein ganzer Tag diesem Thema gewid-
met war. Nach einem Input-Teil u¨ber biomathematische Modelle und deren
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historische Hintergru¨nde sollten die Schu¨ler in Kleingruppen an den Model-
lierungsaufgaben1 arbeiten und ihre Ergebnisse anschließend pra¨sentieren.
Obwohl die tatsa¨chliche Arbeitszeit mit zwei Stunden relativ knapp bemes-
sen war, konnten die Schu¨ler brauchbare Modelle erstellen und sie mit Hilfe
von Tabellenkalkulationen simulieren. Zugegeben, die Teilnehmer der Sum-
mer School sind wegen ihrer Interessen und ihrer Begabungen in Mathematik
sicher nicht mit einer gewo¨hnlichen Schulklasse zu vergleichen. Aber auch
innerhalb der Themen, die in der Summer School vorgestellt wurden, war die
Biomathematik unter den beliebtesten. Und das hat wohl weniger damit zu
tun, dass die Schu¨ler besonders interessierte Mathematiker sind, als vielmehr
mit dem generellen Interesse an diesem anwendungsorientierten Thema. Das
la¨sst sich etwa auch daran ablesen, dass sich die Schu¨ler selbst in den Pausen
und wa¨hrend des Mittagessens u¨ber inhaltliche Details ihrer Arbeit ausge-
tauscht haben. Dieses Interesse ließe sich m. E. auch im Schulunterricht
nutzen.
Schu¨lerlo¨sungen werden an dieser Stelle bewusst nicht pra¨sentiert, um nicht
den Anschein zu erwecken, dass diese Lo¨sungen die einzig mo¨glichen seien. Es
ist ja gerade ein Spezifikum von Modellierungsaufgaben, dass sie mo¨glichst
offen formuliert sind, bzw. dass in ihnen selbst eine gewisse Offenheit steckt,
die jeder Lernende auf seine Weise nu¨tzt und auch nutzen soll.
Die Epidemiologie war dann einen Halbtag lang Thema in einer 6. Klas-
se Oberstufe im Gymnasium Laa/Thaya. Im Gegensatz zu den Schu¨lerinnen
und Schu¨lern der Summer School hatte diese Klasse noch kaum Erfahrung
mit Tabellenkalkulationen und natu¨rlich auch kein u¨berdurchschnittliches
Interesse an Mathematik, wie man sofort an einigen Schu¨lerru¨ckmeldungen
weiter unten bemerkt. Die Unterrichtssequenz war deshalb so aufgebaut, dass
zu Beginn ein kurzer Einfu¨hrungsteil u¨ber rekursive Wachstumsprozesse und
das Lotka-Volterra-Modell stand, danach eine Arbeitsphase zum Kennenler-
nen wichtiger Funktionen und Mo¨glichkeiten von Tabellenkalkulationen und
schließlich der Hauptteil zum Thema Ausbreitung einer Grippeepidemie2, der
von den Schu¨lerinnen und Schu¨ler paarweise mit gelegentlicher Hilfe einer Ta-
bellenkalkulation bearbeitet wurde. Die subjektive Meinung der Lernenden
diesen Projekttag betreffend wurde am Ende durch einen entsprechenden
Fragebogen erhoben. Dabei gab es von den insgesamt 22 Schu¨lerinnen und
Schu¨lern folgende Antworten (unvera¨ndert und vollsta¨ndig):
Was hat dir am heutigen Projekttag am besten gefallen?
1Siehe Abschnitt 8.2.
2Die Grundlage dafu¨r waren die Unterrichtsmaterialien im Abschnitt 8.1.
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das Excel-Tabellen machen, Alles, Die Zeichnung mit den Hasen (1. Modell),
Das 1. Modell: Zeichnung mit Hasen, Die Gruppenarbeit mit den Hasen und
Luchsen, Epidemiologie, Ra¨uber-Beute-Modell → interessant, Epidemie →
wie man berechnet wer krank wird und wer gesund wird! Das Mathematik
so vielfa¨ltig sein kann, Arbeiten mit Exel, logische und gute Erkla¨rungen,
Bsp im Exel machen, logisch Denken, Guter vortragender, u¨bersichtlich und
versta¨ndlich gestaltet, Die Beispiele mit den Tieren, kein regula¨rer Unter-
richt, gutes Thema, sehr versta¨ndlich, logische Erkla¨rungen!, EXCEL U¨bun-
gen, Keinen Stress, Diagramme, Freundlichkeit, Geduldigkeit, kein Stress +
Druck, immer freundlich, neues in Excell gelernt (eine Antwort war unlesbar,
einmal wurde keine Antwort gegeben).
Was hat dir u¨berhaupt nicht gefallen? Wie ha¨tte man das verbessern ko¨nnen?
Ich mag Mathe prinzipiell nicht, sorry, Excel, nicht so viel mit Excel arbei-
ten bzw. nicht so schnell, Die vielen Formeln und komplizierte Rechnungen,
Diagramme bei Excel hatten trotz richtiger Eingabe nicht das gewu¨nschte
Aussehen, aber keine Zeit zum Richtigstellen, hat gepasst . . . , nichts, hat
alles gepasst, Die Beispiele waren etwas langweilig aber OK. Vielleicht mit
Spielen oder so Rechnen, Bsp vom letzten Arbeitsplatz zum selbst Lo¨sen
⇒ bisschen schwierig, einfacher gestalten, ?, kleine Schrift bei Pra¨sentation,
gro¨ßere Schrift verwenden, Schrift war zu klein → gro¨ßere Schrift (eine Ant-
wort war unlesbar, siebenmal wurde keine Antwort gegeben).
Was ha¨ltst du davon, biologische Themen auch im Mathematikunterricht zu
behandeln?
wa¨re interessant, ja sehr gut, Biowaffen wa¨ren interessant, Wu¨rde mich freu-
en, Recht gute Idee, wa¨re auch im ta¨glichen Leben zu gebrauchen, Es ist
interessant, dass man auch sieht was man mit Mathematik noch alles ma-
chen kann, Ich finde das ganz gut, SEHR wichtig, Bam Oida, ist interessant,
zur schwer; kenne mich u¨berhaupt nicht aus, ja, sicher interessant; kurz be-
sprechen wa¨re gut, Sehr gute Idee, find ich eine super idee → weil da viel zu
wenig behandelt wird, gute Idee man sieht, was man mit Mathe alles machen
kann, gute Idee→ Abwechslung, nicht viel→ sehr kompliziert, Es gibt einen
eigenen Biologieunterricht, also ist das nicht no¨tig, So das wa¨re schon inter-
essant Viel besser als anderes was wir machen (zweimal wurde keine Antwort
gegeben).
Hat das Projekt dein
”
Bild der Mathematik“ vera¨ndert?
ja, etwas. ich weiß jetzt, dass ich niemals Mathematik studieren werde, Nein,
Ne, Nein, nicht wirklich, Nein, eigentlich nicht, ja, ja sehr, ich hab erfahren
wie vielfa¨ltig Mathe sein kann, Ein bisschen, so vera¨ndert, dass man sieht,
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dass Mathe im Leben brauchbar ist, ja zum Negativen⇒ :-( Horror - Mathe-
matik Studium, NEIN, Ist nicht mehr ganz so fad, ist wichtiger, Mathematik
erscheint jetzt wichtiger, nicht mehr ganz so uninteressant, Ich weiß jetzt
was Biomathematik heißt, Mit Mathematik kann man mehr als nur Kreis
und Funktionen berechnet, Ja, Ja, etwas, no, ja, habe nicht gewusst, dass
Mathematik so viel mit Medizin zu tun hat.
9.2 Beschreibung der Fallstudie
In diesem empirischen Teil der Arbeit soll der Frage nachgegangen werden,
inwieweit der Einsatz von Tabellenkalkulationsprogrammen zur Berechnung
rekursiv definierter Folgenglieder Einfluss auf das Denken der Schu¨lerinnen
und Schu¨ler nimmt.
Das ist im Kontext dieser Arbeit natu¨rlich aus zweierlei Hinsicht von Inter-
esse. Zum einen wird das Thema Biomathematik im Schulunterricht, sofern
man sich auf diskrete Modelle beschra¨nkt, nur dann sinnvoll mo¨glich, wenn
man Tabellenkalkulationen zur Verfu¨gung hat. Zum anderen interessiert um-
gekehrt die Frage, ob gerade durch die Arbeit mit Tabellenkalkulationen das
iterative Denken der Schu¨ler geschult werden kann.
Zur Beantwortung dieser Frage wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Fall-
studie in Form von Unterrichtsbeobachtungen und Schu¨lerinterviews3 durch-
gefu¨hrt, deren Design und Ergebnisse im Folgenden dargestellt werden.
9.3 Design der Studie
Hintergrund und Ziel
Hintergrund der Untersuchung ist, wie schon oben erwa¨hnt, die Mo¨glich-
keit, durch den Einsatz von Tabellenkalkulationen das iterative Denken der
Schu¨ler fo¨rdern zu ko¨nnen. Welche Relevanz iteratives Denken fu¨r das Be-
greifen mathematischer Prozesse hat, kann im Abschnitt 4.3.2 nachgelesen
werden. Gerade fu¨r das dort beschriebene Systemdenken ist es von imma-
nenter Bedeutung, Prozesse strukturell zu verstehen. Einen wesentlichen
Beitrag liefert dazu m. E. das geschulte Schritt-fu¨r-Schritt-Denken im Sinne
iterativer Berechnungen.
Das begru¨ndet also die Suche nach einer Antwort auf die oben gestellte Frage,
inwieweit der Einsatz von Tabellenkalkulationen im Mathematikunterricht
dieses Ziel unterstu¨tzen kann.
3Diese wird ku¨nftig kurz mit Studie bezeichnet.
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Forschungsfrage
Denkstrukturen greifbar zu machen ist ein recht heikles Unterfangen. Schließ-
lich hat man darauf ja keinen direkten Zugang. Es wurden deshalb Kurzin-
terviews mit Schu¨lergruppen zu je drei Personen durchgefu¨hrt. Diese sollten
Aufschluss daru¨ber geben, ob die Schu¨ler zur Lo¨sung ganz gezielt ausgewa¨hl-
ter Aufgaben eher iterativ, also mit Hilfe von Rekursionsformeln Schritt fu¨r
Schritt, oder nicht iterativ, also unter Verwendung eines Bildungsgesetzes,
einer Formel zur direkten Berechnung der jeweiligen Lo¨sung, vorgehen. Die-
se Interviews wurden sowohl mit Schu¨lergruppen durchgefu¨hrt, die in den
Unterrichtsstunden davor mit Tabellenkalkualtionen gearbeitet haben (Test-
gruppe) als auch mit solchen, die ohne den Computer auskommen mussten
(Kontrollgruppe).
Die Forschungsfrage kann wie folgt formuliert werden:
Gehen die Schu¨lerinnen und Schu¨ler der Testgruppe bei der Lo¨sung der ge-
stellten Aufgaben ha¨ufiger iterativ vor, als jene der Kontrollgruppe?
Auswahl der Schu¨lergruppen
Es wurden fu¨r die Studie Schu¨ler der 3. Klasse (AHS Unterstufe) ausgewa¨hlt,
da hier erstmals iterative Prozesse im Unterricht auftauchen. Meist passiert
das im Zusammenhang mit dem Thema Zinseszinsrechnung. Das Thema
sollte bis dahin noch nicht im Unterricht vorgekommen sein, um gleiche
Voraussetzungen unter allen teilnehmenden Klassen zu schaffen. Auch das
U¨bertragen von Formeln durch
”
Hinunterziehen“ in Tabellenkalkulationen
sollte den Schu¨lern noch nicht bekannt sein.
Das Einteilen der Schu¨ler in Test- und Kontrollgruppe wurde mittels Losent-
scheid durchgefu¨hrt.
Die Auswahl der teilnehmenden Schulen war natu¨rlich abha¨ngig von der Be-
reitschaft der Lehrpersonen und Direktoren, an der Studie teilzunehmen. Es
konnten folgende Schulen gewonnen werden:
• BG/BRG Tulln als Testschule fu¨r das Verbessern des Designs der Studie




Titel Dauer Methode Dokumentation fu¨r
die Studie





Test- und 2 Std Gruppenarbeit Videoaufzeichnung
Kontrollgruppe
Beobachtungs- ca. 20 min Interviews Videoaufzeichnung
phase pro Gruppe
Inputphase
Der Mathematiklehrer der Klasse sollte ohne den Einsatz einer Tabellenkal-
kulation zum Thema diskretes exponentielles Wachstum unterrichten. Dabei
sollten die Begriffe Rekursionsformel und Bildungsgesetz, das Darstellen der
Folgenglieder in einer Tabelle und die grafische Darstellung in einem Koor-
dinatensystem behandelt werden. Die Vorgaben an den Lehrer waren dabei
lediglich folgende zwei Aufgaben:
Aufgabe 1
Deine Eltern sind deine Vorfahren 1. Generation, deine Großeltern Vorfahren
2. Generation usw.
• Wie viele Eltern, Großeltern, Urgroßeltern und Ururgroßeltern hast du?
• Wie kommt man von der Anzahl der Vorfahren 2. Generation auf jene
3. Generation? Wie von der 3. Generation auf die 4. Generation?
. . .Wie von der (n− 1)-ten Generation auf die n−te Generation?
• Wie viele Vorfahren 6. Generation hast du?
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• Wie viele Vorfahren 10. Generation hast du? Wie viele Vorfahren
n−ter Generation hast du?




jungen“ Waldes wa¨chst erfahrungsgema¨ß um 20%
ja¨hrlich. Derzeit betra¨gt der Holzbestand 2000 Festmeter.
• Wie groß ist der Holzbestand nach 1, 2, 3 und 10 Jahren?
• Bestimme den Wachstumsfaktor!
• Fertige eine grafische Darstellung u¨ber den Verlauf von 10 Jahren an!
Hausu¨bung
Zur Hausu¨bung sollten die Schu¨ler folgende zwei Aufgaben abermals ohne
den Einsatz des Computers machen:
Aufgabe 1
In der Schule gibt es ein neues Geru¨cht. Zu Beginn des Tages kennen es nur 5







• Wie viele Schu¨ler wissen nach der ersten und zweiten Pause von dem
Geru¨cht?
• Wie viele Schu¨ler kennen das Geru¨cht nach der fu¨nften Pause? Gibt es
so viele Schu¨ler u¨berhaupt an deiner Schule?
• Fertige eine grafische Darstellung u¨ber die Entwicklung in den ersten
fu¨nf Pausen an!
Aufgabe 2
In Indien leben derzeit etwa 1,1 Milliarden Menschen. Das Bevo¨lkerungs-
wachstum betra¨gt 2% ja¨hrlich.
• Bestimme den Wachstumsfaktor!
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• Wie groß ist die Bevo¨lkerung voraussichtlich in 1, 2, bzw. 3 Jahren?
• Gib die Rekursionsformel und das Bildungsgesetz fu¨r dieses Bevo¨lke-
rungswachstum an!
• Wie viele Menschen leben in 15 Jahren in Indien, wenn das Wachstum
weiterhin so rasch verla¨uft?
Trennung in Test- und Kontrollgruppe
Zuerst wurden die Schu¨ler durch Losentscheid in zwei Gruppen geteilt – auch
ra¨umlich. Innerhalb der beiden Gruppen wurden nocheinmal kleinere Grup-
pen zu je drei oder vier Schu¨lern gebildet. Alle Kleingruppen sollten nun
dieselben drei Aufgaben bearbeiten. Der Unterschied lag nur darin, dass
die Kleingruppen der Testgruppe eine Tabellenkalkulation (TK) verwenden
durften4, wa¨hrend die Kleingruppen der Kontrollgruppe lediglich mit Pa-
pier, Bleistift und Taschenrechner, jedoch ohne TK auskommen mussten.
Die Testgruppenschu¨ler sollten ihre Ergebnisse am Datenblatt dokumentie-
ren, die Kontrollgruppenschu¨ler im Mathematikheft. Die Aufgaben mu¨ssen
dabei natu¨rlich so gestellt werden, dass man sie auch ohne TK lo¨sen kann:
Aufgabe 1
Eva legt 80 Euro auf ein Sparbuch. Sie bekommt dafu¨r 3% p.a. Zinsen, d.
h. das Kapital auf dem Sparbuch nimmt ja¨hrlich um 3% zu.
• Wie viel Geld befindet sich dann nach 1, 2 bzw. 3 Jahren auf dem
Sparbuch?
• Wie viel nach 10 Jahren? Wie viel nach 20 Jahren?
• Wie lange mu¨sste sie warten, um sich mit dem Sparbuch-Geld ein neues
Fahrrad um 200 Euro leisten zu ko¨nnen? Lo¨se durch Probieren!
• Fertige eine grafische Darstellung u¨ber den Verlauf des Kapitals am
Sparbuch u¨ber die Dauer von 20 Jahren an!
Aufgabe 2
Die folgende Grafik beschreibt das Wachstum einer Bakterienkultur:
4Fu¨r diese haben sie eine kurze Einschulung bekommen, vor allem um das Hinunter-
ziehen von Formeln bzw. das Erstellen von Diagrammen in TK kennenzulernen.
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 • Wie viele Bakterien gibt es zu Beginn?
• Wie viele nach 1, 2 bzw. 3 Minuten?
• Was passiert mit der Bakterienanzahl in jedem Zeitschritt?
• Wie viele Bakterien gibt es dann nach 4 bzw. 5 Minuten?
• Wie viele Bakterien gibt es bereits nach einer Viertelstunde?
Aufgabe 3
Ein Blatt Papier ist ungefa¨hr 0, 1 mm dick.
• Wie dick ist es, wenn man das Blatt Papier einmal faltet?
• Wie dick, wenn man es zweimal bzw. dreimal faltet?
• Wie oft mu¨sste man ein Blatt Papier falten, damit es ho¨her als der
Milleniumstower ist (200 Meter)? Scha¨tze zuerst!
• Wie dick ist es, wenn man es 30 Mal faltet?
• Nimm ein Blatt Papier und probiere, wie oft du es falten kannst!
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Beobachtungsphase
Fu¨r die Interviews der Beobachtungsphase sollten die Schu¨ler in neue Gru-
pen geteilt werden. Die bisherigen Test- bzw. Kontrollkleingruppen wurden
fu¨r die Beobachtungsphase (Interviews)
”
aufgelo¨st“ und neu zusammenge-
stellt. Eine Kleingruppe in der Beobachtungsphase bestand immer aus drei
Schu¨lern, jeder von ihnen aus einer anderen vorherigen Kleingruppe. Es wa-
ren alle Schu¨lerinnen und Schu¨ler dazu eingeladen, freiwillig mitzumachen.
Insgesamt waren schlussendlich fu¨nf neue Testkleingruppen und fu¨nf neue
Kontrollkleingruppen in die Interviews involviert. Die Idee dahinter ist, dass
die Gruppen nochmal durchmischt werden sollten, um Rollenaufteilungen,
die in Kleingruppen ja ha¨ufig nach einiger Zeit auftreten, wieder aufzulo¨sen
und Diskussionen innerhalb der neuen Gruppe zu fo¨rdern. Es soll hier aus-
dru¨cklich betont werden, dass wa¨hrend der Beobachtungsphase keine der
Gruppen eine TK zur Verfu¨gung hatte. Sowohl Test- als auch Kontroll-
gruppen durften jetzt nur noch Zettel, Bleistift und einen herko¨mmlichen
Taschenrechner verwenden.
Die Aufgaben sind so konzipiert, dass sie gleichermaßen mittels Rekursions-
formel wie mittels Bildungsgesetz gelo¨st werden ko¨nnen. Es sollte herausge-
funden werden, ob Schu¨ler, die vorher mit Tabellenkalkulationen gearbeitet
haben, eher dazu tendieren, iterativ zu denken. Das soll durch Beobachtung
bzw. Befragung der Schu¨ler geschehen, wa¨hrend sie die vorgelegten Aufgaben
lo¨sen. Zur Unterstu¨tzung fu¨r die Auswertung wird diese Beobachtungsphase
auf Video aufgezeichnet.
9.4 Ergebnisse der Studie
Fu¨r die Ergebnisse wurden die Videos aus den Beobachtungsphasen der ins-
gesamt zehn Gruppen analysiert. Der Fokus der Analyse lag natu¨rlich gera-
de darauf, Unterschiede in den Arbeits- bzw. Denkweisen von Schu¨lern der
Test- bzw. Kontrollgruppe herauszufinden. Die detaillierte Analysetabelle
finden Sie auf der beigelegten CD-Rom. An dieser Stelle soll lediglich eine
Zusammenfassung der Beobachtungen gegeben werden.
Die Testaufgaben
Bei der Analyse der Beobachtungsphase sollen nun die Test- und Kontroll-
gruppen verglichen werden. Es wird beobachtet, zu welchem Lo¨sungsweg,
zu welcher Methode die Schu¨ler eher greifen. Was liegt ihnen in der jewei-
ligen Situation na¨her? Rekursionsformel oder Bildungsgesetz? Fu¨r einen
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besseren U¨berblick findet man zusa¨tzlich zur verbalen Beschreibung auch
Visualisierungen wie . Die schwarzen Punkte geben an, wie viele
Schu¨lergruppen die Aufgabe mit Hilfe der Rekursionsformel gelo¨st haben,
die weißen Punkte zeigen, wie ha¨ufig das Bildungsgesetz verwendet wurde
und die grauen Punkte stehen fu¨r die Gruppen, in denen keine Pra¨ferenz zu
erkennen war.
Außerdem werden ausgewa¨hlte Originalzitate aus der Beobachtungsphase
wiedergegeben, die deutlich machen sollen, wie die Schu¨ler ihre Entscheidung
begru¨nden bzw. wie bestimmte Schu¨ler ihre Kollegen davon u¨berzeugen, dass
ihre in diesem Fall bevorzugte Methode die bessere ist.
Testaufgabe 1
Aufgabenstellung






Testgruppen: Zwei der fu¨nf Testgruppen berechnen tatsa¨chlich
die ersten Folgenglieder rekursiv. Erst als sie merken, dass das ohne TK
sehr mu¨hsam ist, wechseln sie zum Bildungsgesetz. Jene Gruppen, die sofort
das Bildungsgesetz angewendet haben, erkennen, dass es auch eine zweite
Mo¨glichkeit ga¨be. Sie verweisen aber beispielsweise darauf, dass die Berech-
nung mittels Rekursionsformel la¨nger dauern wu¨rde.
Kontrollgruppen: Alle fu¨nf Kontrollgruppen verwenden das Bil-
dungsgesetz zur Berechnung von b16. Auf Nachfrage fallen Begru¨ndungen
wie
”
rekursiv wa¨re zu mu¨hsam“ oder
”




Welches Ergebnis stimmt hier nicht?





Testgruppen: Zwei Gruppen rechnen rekursiv, zwei mit Hilfe
des Bildungsgesetzes. In der fu¨nften Gruppe will eine Schu¨lerin spontan
die Rekursionsformel verwenden, kann sich aber gegen die anderen Schu¨ler
der Gruppe nicht durchsetzen. Die rekursive Vorgangsweise wird mit
”
man
muss weniger eintippen“ und
”
weil man immer gleich weiterrechnen kann“
begru¨ndet.
Kontrollgruppen: Vier Kontrollgruppen verwenden das Bildungs-
gesetz, in einer Gruppe herrscht Uneinigkeit. Zwei Schu¨ler rechnen sofort
rekursiv, wa¨hrend die dritte Schu¨lerin das Bildungsgesetz verwendet.
Testaufgabe 2b
Aufgabenstellung
Welches Ergebnis stimmt hier nicht?





Testgruppen: Nur drei Gruppen einigen sich auf eine Methode,
zwei davon auf die rekursive Berechnung. In den beiden restlichen Gruppen
wird sowohl die eine wie auch die andere Methode verwendet.
Kontrollgruppen: Vier Gruppen entschieden sich ohne Diskus-




Rekusionsformel schwieriger“ gewesen wa¨re. Eine Gruppe entscheidet sich




Welche Formel beschreibt den Verlauf des Grafen richtig?
bn = bn−1 · 3 oder bn = b0 · 3n?
 
Testgruppen: Alle Gruppen haben entweder generell Schwierig-
keiten dabei, die Formeln auf ihre Richtigkeit hin zu pru¨fen oder erkennen
umgekehrt sofort, dass beide Formeln richtig sind. Jeweils zwei Gruppen fin-
den dabei die Rekursionsformel bzw. das Bildungsgesetz
”
sympathischer“.
Kontrollgruppen: Teilweise gibt es a¨hnliche Probleme wie bei
den Testgruppen. Nur eine Gruppe behauptet sofort instinktiv, dass das




b0 = 5 ↓ ·1, 1, d. h. q = 1, 1
b1 = 5, 5
...
b100 ≈ 68903, 1
...
b102 ≈?
Testgruppen: Nur in einer Gruppe kommt sofort die Idee, von
b100 aus zwei rekursive Schritte zu machen. Alle anderen Gruppen verwenden
das Bildungsgesetz, z. B. weil man bei der rekursiven Berechnung
”
so eine
große Zahl in den Taschenrechner tippen mu¨sste“.
Kontrollgruppen: Alle fu¨nf Gruppen rechnen mit dem Bildungs-
gesetz. Es wird zwar generell erkannt, dass es auch rekursiv mo¨glich gewesen
wa¨re, aber
”
leichter als mit dem Bildungsgesetz geht es nicht“ und
”
das Bil-
dungsgesetz ist praktischer“ werden als Argumente gebracht.
Testaufgabe 5
Aufgabenstellung
b0 = 0, 01 ↓ ·2
b1 = 0, 02
...
b9 =?
b10 = 10, 24
Testgruppen: Jeweils zwei Gruppen entschließen sich sofort fu¨r
eine der beiden Methoden. Die Schu¨ler in der fu¨nften Gruppe rechnen par-
allel auf beide Arten.
Kontrollgruppen: Auch bei dieser Aufgabe rechnen alle fu¨nf
Gruppen mit dem Bildungsgesetz. Die Rekursion von b9 auf b10 wird erst
im Anschluss zur U¨berpru¨fung verwendet. Teilweise wird auch erkannt, dass
man diesen rekursiven Schritt umgekehrt dazu verwenden ko¨nnte, das ge-











Testgruppen: Vier Testgruppen ko¨nnen die Rekursionsformel an-
geben, die ihnen in diesem Fall na¨her liegt. In zwei dieser Gruppen wird auch
der direkte Zusammenhang mit der Tabellenkalkulation angegeben:
”
das ist
so wie in Excel eingeben“. Eine Gruppe gibt trotz rekursiver U¨berpru¨fung
der schon angegebenen Werte b0 bis b3 dann doch das Bildungsgesetz zuerst
an.
Kontrollgruppen: Es gibt generell Schwierigkeiten bei dieser Auf-
gabe, zwei Gruppen ko¨nnen dann aber mit etwas Hilfe das Bildungsgesetz,
zwei Gruppen die Rekursionsformel aufschreiben. In einer Gruppe werden
sowohl mit Bildungsgesetz als auch mit der Rekursionsformel die na¨chsten





In dieser Grafik siehst du das Wachstum einer Bakterienkultur in den ersten
6 Minuten. Wie viele Bakterien gibt es nach 5 Minuten?
 
Testgruppen: Drei Gruppen berechnen b5 sofort rekursiv, indem
sie einen Schritt von b6 zuru¨ckgehen. Auch der einzigen Gruppe, die mit
dem Bildungsgesetz gearbeitet hat, ist klar, dass man auch rekursiv rechnen
ko¨nnte. In der fu¨nften Gruppe wurde parallel auf beide Arten gearbeitet.
Kontrollgruppen: Alle fu¨nf Gruppen berechnen b5 mit Hilfe des
Bildungsgesetzes. Erst danach kommen einige Schu¨ler auf die Idee, das ge-
suchte Folgenglied auch mittels Rekursionsformel aus b6 zu berechnen.
Zusammenfassung
Insgesamt la¨sst sich erkennen, dass bei fast allen Aufgaben eine Tendenz
festzustellen ist, dass die Schu¨ler der Testgruppe bei der Lo¨sung der gestellten
Aufgaben ha¨ufiger iterativ vorgehen, als jene der Kontrollgruppe. Lediglich
die Testaufgaben 3 und 4 liefern diesbezu¨glich keine merkbaren Unterschiede.
Interessant scheint, dass die beobachteten Unterschiede trotz der zeitlich rela-
tiv kurzen Trennung der Test- bzw. Kontrollgruppe auftreten. Ru¨ckschlu¨sse
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auf eine Beeinflussung des Denkens der Schu¨ler hin zu iterativem Schritt-
fu¨r-Schritt-Denken scheinen plausibel. Das zeigen auch die Begru¨ndungen,
die die Schu¨lerinnen und Schu¨ler fu¨r ihre jeweiligen Entscheidungen gegeben
haben.
Es muss aber zugegeben werden, dass fu¨r eine Besta¨tigung dieses Ergebnisses
eine gro¨ßere Stichprobe untersucht werden mu¨sste, was den Rahmen dieser
Arbeit allerdings gesprengt ha¨tte. Auch wa¨re interessant, die Trennung u¨ber
einen gro¨ßeren Zeitraum zu beobachten. Weitere empirische Untersuchungen
und didaktische U¨berlegungen zum iterativen Denken von Lernenden findet
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Abstract
Ra¨uber-Beute-Modelle, Wachstumsprozesse und das SIR-Modell sind The-
men, die in der Rubrik
”
Biomathematik“ in der mathematikdidaktischen Li-
teratur an der einen oder anderen Stelle zu finden sind. Die Biomathematik
bietet allerdings noch viele andere Einsatzmo¨glichkeiten fu¨r den Schulunter-
richt, und das nicht nur fu¨r die Oberstufe oder das Wahlpflichtfach. Wenn
man na¨mlich diskrete Modelle anstatt der in der Fachliteratur gebra¨uchli-
chen kontinuierlichen Modelle betrachtet, so genu¨gen die mathematischen
Kenntnisse aus der Unterstufe. Es soll Ziel dieser Arbeit sein, entsprechende
Mo¨glichkeiten aufzuzeigen und Chancen aus didaktischer Sicht daraus abzu-
leiten.
Im ersten Kapitel wird ein geschichtlicher U¨berblick zum Thema gegeben,
nicht zuletzt um die Bedeutung der Biomathematik als wichtiges Teilge-
biet der Mathematik hervorzuheben. Außerdem wird eine Zusammenschau
der wichtigsten Bereiche der Biomathematik vorgestellt. Das zweite Kapitel
bescha¨ftigt sich mit den mathematischen Konzepten, die fu¨r den Einsatz im
Unterricht essentiell sind. Fu¨r diskrete Modelle sind dabei natu¨rlich Itera-
tionen und Differenzengleichungen die zentralen Themen. Das dritte Kapitel
stellt anschließend eine Fu¨lle von biomathematischen Modellen vor, die in der
Schule auf unterschiedlichen Niveaus bearbeitet werden ko¨nnen. Die meis-
ten davon haben bisher weder in didaktischen Arbeiten, noch in ga¨ngigen
Schulbu¨chern Platz gefunden. Damit bescha¨ftigt sich das vierte Kapitel, das
weiters aufzeigen soll, dass durch die Bearbeitung des Themas zum einen
viele Aspekte und Forderungen des o¨sterreichischen Lehrplans erfu¨llt werden
ko¨nnen und zum anderen großes didaktisches Potenzial in der durch Tabel-
lenkalkulationen unterstu¨tzten Bearbeitung diskreter Modelle schlummert.
In den Kapiteln 5-7 werden Vorschla¨ge zur konkreten Umsetzung im Unter-
richt fu¨r unterschiedliche Schulstufen gemacht. Diese Unterrichtsmaterialien
sind prinzipiell direkt im Unterricht einsetzbar und so ausgelegt, dass die
Selbstta¨tigkeit der Schu¨lerinnen und Schu¨ler im Vordergrund steht. Dem
mathematischen Modellieren wird dann im achten Kapitel Rechnung getra-
gen. Hier finden sich Vorschla¨ge fu¨r Modellierungsaufgaben aus dem Bereich
der Biomathematik. Schließlich wird im Schlusskapitel u¨ber Erfahrungen im
Unterricht und in der Lehreraus- und -fortbildung berichtet. Eine Fallstu-
die, die in Form von Videoanalysen von 30 Schu¨lerinnen und Schu¨lern der
3. Klasse durchgefu¨hrt wurde, bescha¨ftigt sich mit der Frage, inwiefern die
Bearbeitung diskreter Modelle mit Hilfe von Tabellenkalkulationen Einfluss
auf das iterative Denken der Lernenden hat.
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